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Capitulo 24. COINTEGRACION Y
MODELOS VAR

Este capitulo presenta herramientas que posibilitan el estudio del
corto y el largo plazo en economia, a través de elegir la herramienta
econométrica adecuada. Tanto para modelos uniecuacionales como
multiecuacionales, el nivel de integracién de las series y el resultado
de la combinacién lineal entre ellas pueden dar lugar a los estudios

de cointegracién.

24.1 Introduccion

La relacion uniecuacional cointegrada y la expresion multiecuacional
de vectores autorregresivos (VAR) expresan las relaciones de largo
plazo entre las variables. Los modelos de correccién de error (MEC) vy
los vectores de correccién de error (VEC) muestran las relaciones de
corto plazo que informan acerca de los desequilibrios en el fenédmeno

bajo estudio.



1019
24.2 Cointegracion

En general, si Y; es I(d) y X, es I(d) donde d es el mismo valor, las

series Y, y X, pueden estar cointegradas. Si esto es asi, el modelo

Yo = Bo+ BiX: + & (1)

No es regresidon espuria y no se pierde informacién valiosa en el largo

plazo, lo cual si sucederia si se toman primeras diferencias.

A (1) se lo conoce como regresidon cointegrada y p; es el parametro
cointegrado o cointegrante que explicita la relacidon en el largo plazo

de las variables.

Por ejemplo, el ahorro puede definirse como I —C si el ahorro (S) es
1(0) significa que es estacionario. En este contexto, una regresion

donde

Ce = P11+ B2l + & (2)
Seria cointegrada porque

& = Cy — By — Bo1; (3)

Es estacionario y representa el ahorro (variable proxi del ahorro) y es

la condicion de la relacion de largo plazo entre Consumo e Inversion.

La expresion (2) es la regresidn cointegrante, B, es el parametro

cointegrante que muestra la relacién de lago plazo.
écomo se trabaja en la practica?

Primero, se hace la regresion
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Yo = B1 + BoXor + & (4)
Y, y X,; son no estacionarios. Al estimar (4) se obtienen los errores e,
Segundo, se analiza la estacionariedad de los errores de (4) haciendo

Ae, = pAe;y_4 (5)
Y se plantea la Hy: raiz unitaria - p =1

Aceptar la hipotesis nula es sinébnimo de No Estacionariedad;
mientras que, rechazar la nula significa que los errores son
Estacionarios [I(0)]. Se pueden realizar las pruebas de Dickey Fuller
(DF), DF Aumentado (DFA), Phillip Perron (PP) u otra.

Tercero, si los residuos son estacionarios significa que B, mide la
relacion en el largo plazo y que podemos, a partir de los errores,
encontrar la relacion en el corto plazo. Si (4) estda cointegrada,

entonces

et=17t—fﬂ—ﬁZX2t (6)

Es estacionario y puede considerarse el error de equilibrio y utilizarse

para relacionar el comportamiento de corto plazo con el largo plazo.
Haciendo

AY; = ay + a,AX, + azer_q + & (7)
Donde AY, =Y, — Yy, AX, = X, — X¢—1, -1 = Yoo — B1 — B2Xoea
En (7), si

e,—, = 0 modelo esta en equilibrio
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e;—, # 0 modelo no esta en equilibrio

. AX =0 , . R
Si o > 0} Y,_, esta por encima del valor de equilibrio y se espera que
t—1

a; < 0 para restaurar el equilibrio.

Si AY esta por encima del valor de equilibrio empezara a disminuir en

el siguiente periodo para corregir el error de equilibrio.

Dicho de otro modo:

a; < 0 - Y, estd por encima de su valor de equilibrio, tiene que bajar
asz > 0 - Y, estd por debajo de su valor de equilibrio, tiene que subir

La expresion (7) se lo conoce como mecanismo de correccidn de error
(MEC) donde a, muestra la relacion en el corto plazo y si a;=0a la
prueba t, significa que el modelo estd en equilibrio de corto y largo

plazo.

En la literatura van a encontrar como teorema de representacion de
Granger: si dos variables estan cointegradas, la relacién entre las dos

se expresa como mecanismo de correccion de error (MEC).

La metodologia de trabajo se lo conoce como metodologia de Granger

y Engle o procedimiento bietapico de Granger y Engle.
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24.3 Modelos VAR

Otero (1993, p.318) plantea que la modelizacién en econometria es
un procos complejo que comprende desde el plante formal del
problema de interés a la validacion de los resultados, pasando por la

realizacion de inferencias estadisticas con datos reales.

Algunos de los supuestos sobre los que descansa la metodologia de la

econometria tradicional son:

a) Se conoce el orden de causalidad de las variables que
entran en estudio

b) Se conoce qué variables hay que omitir en cada ecuacion

c) Se ignora la no estacionariedad de las series

d) Los parametros estimados se suponen constantes

e) El modelo se verifica frente a la realidad peo no se puede

verificar frente a otros modelos alternativos

Ignorar estos supuestos da lugar a errores de prediccién y en la

practica muchas veces es lo que sucede.

Los dos primeros supuestos son los que presentan las mayores
limitaciones. En un sistema multiecuacional, significa especificar de
manera correcta el modelo de forma que todos los parametros
estructurales pueden ser estimados; es decir, que cada ecuacion esté
identificada. Pero hay situaciones en las que, para convertir en
identificable una ecuacién se agregan variables. Este es precisamente
uno de los aspectos que trata de evitar el método de Sims con la
modelizacion VAR (vectores autprregresivos). El origen de estos

modelos data de un articulo publicado por Sims en 1980
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(Macroeconometria y realidad). Sims afirma que la mayoria de las

restricciones que aparecen en los modelos son falsas y postula que:

f) No hay conocimientos tedricos suficientes para clasificar a
las variables en enddgenas y exdgenas
g) No es posible establecer restricciones cero (conocer los

coeficientes delas variables omitidas en la ecuacidon

El objetivo de la propuesta es proporcionar una estrategia de
modelizacion que permita reflejar lo mas fielmente posible las
regularidades empiricas e iteracciones entre las variables objeto de

analisis.

El VAR presenta un sistema de ecuaciones simultaneas en el que cada
una de las variables son explicadas por sus propios rezagos y los del
resto de variables del sistema. En general, todas las variables son

consideradas enddgenas.

Los criticos denominan a este enfoque macroeconometria ateodrica.

24.3.1 Especificacion de un modelo VAR

El planteo original de un modelo VAR parte de la especificacién general de un

modelo multiecuacional sobre la forma reducida
Yt = XtH + Ut

A partir del cual se construye un nuevo vector Z, que agrupa todas las

variables, tanto endégenas como exdgenas

Zy = (Yt Xt)
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Considerando a Z; una variable aleatoria multivariante se puede utilizar el
Teorema de la descomposicion de Wald por el cual toda variable aleatoria se

descompone en una parte determinista y otra puramente aleatoria

Zt S Dt + C(L)gt
A
t

A, = c(L)e, es una matriz de retardos aplicados sobre una matriz de

componentes aleatorios multivariantes
Descomponiendo a A; en los componentes
a: que recoge los retardos aplicados a las variables
b: que recoge los retardos aplicados a las componentes aleatorias
Ay =a Y (L) b(L)" &
Premultiplicando por a(L)
a(L)Z, = b(L)" &

Si se supone b(L)* constante y se separan los componentes contemporaneos
de a, se obtiene una representacidon autorregresiva pura del modelo

multiecuacional
A = ag' (a1 Zey + 25+ + 0, Zi_r + B &)
Esta forma autorregresiva se puede estimar por minimos cuadrados ordinarios.

Para la especificaciéon del modelo VAR hay que definir el numero total de
variables que componen el sistema (m) y el numero maximo de retardos incluir

(r) incluyendo un matriz con términos deterministas D.

De modo que, para cada variable Y; se plantea una ecuacion del tipo



1025

m T
Yie =Dy + ZZﬂinit—j + &t

i=1 j=1

Es decir, para cada variable endégena

Yi,t = Dl] + :811Y1t—1 + :812Y1t—2 + -t ﬂlrylt—r + :821Y2t—1 + :822Y1t—2 + -

+ BorYor—r + - A BmiYmie-1 + Bmz2Yme—2 + -+ Brr Yime—r + €it

Las perturbaciones aleatorias de cada ecuacion ¢;; deben comportarse como

ruido blanco, por lo tanto las matrices de varianzas y covarianzas son escalares

cov(e,) = E(gg’) = 0?1

Ademas, las perturbaciones aleatorias de distintas ecuaciones deben

presentar matrices de varianzas y covarianzas constantes paa cada

punto muestral

2 2
011 012

2
Donde £ =|%1 022

24.3.2 Identificacion

cov(eee) = E(gi8)) =2 vt

2
O1m

2
O2m

2
Gmm

El procedimiento de identificacion en los modelos multiecuacionales informa si

todos los parametros pueden ser estimados. En los VAR, cuando la finalidad es

estimacion o prediccion, no es necesaria la identificacion; pero si lo es si a

partir de la estimacion van a realizarse simulaciones.

A diferencia de los modelos multiecuacionales estructurales, la identificacion se

realiza sobre la matriz de varianzas y covarianzas de las perturbaciones porque
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la simulacién se hace a partir de las perturbaciones y se denomina Analisis de
Impulso respuesta. Estos consisten en introducir una alteracion en la
perturbacion aleatoria de una ecuacion y comprobar el resultado que esta

alteracion tiene sobre el conjunto del sistema.

La funcion impulso respuesta es la representacion de medias movilaes
asociadas con el modelo estimado y explica las respuestas del sistema a

shocks en los componentes del vector de perturbaciones.

La funcién impulso respuesta traza la respuesta de las variables endégenas en

el sistema entre un shock en los errores. El shock puede ser un desvio.

El proceso de identificacion en un modelo VAR consiste en ortogonalizar las
perturbaciones aleatorias transformando la matriz de varianzas y covarianzas

de las perturbaciones en una matriz diagonal.

Generalmente, la ortogonalizacion de los errores se realiza mediante la
descomposicion de Choleski, la cual es extensamente usada. La
descomposicién de la varianza de un VAR se obtiene luego de ortogonalizar el
vector de perturbaciones. La descomposicidon consiste en distribuir la
disponibilidad de las correlaciones reflejadas en la matriz de varainzas y

covarianzas entre los distintos componentes del vector de perturbaciones.

La descomposicion de la varianza de un VAR brinda informacion acerca de la

potencia relativa de innovaciones aleatorias para cada variable endégena.

Loria (...... p.271) muestra que un VAR se puede completar co variables como
intercepto, tendencia deterministica (@trend) y dummies tracidionales o

estacionales.

Un VAR puede representarse como

Xt _ [ax b1] [Xt—l] [az bz] Xt—Z] &1t
[Yt]_[cl d1 Yt—l + Cy dz Yt—z +[£2t]
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Si existe correlacion intertemporal de los errores
E(e1r) = E(g2t) =0
E(efp) = o1
E(e3) = 02,
E(&1¢€2¢) = 012

Al ser gy, # 0 se tiene autocorrelacion de errores, para eliminarla se debe
ortogonalizar la matriz de varianzas y covarianzas. La idea central de la
ortogonalizacion del error consiste en hacer independiente los errores entre
ecuaciones y de esta manera usar las ecuaciones por separado para analisis

de politica.

24.3.3 Estimacion

El modelo se estima por minimos cuadrados ordinarios porque se incluyen
variables retardadas como explicativas que no tienen correlacion temporal con

el término de error

C(Yt—jgt) =0

,[? = (Yt'—jyt—j)_l(yt'—jyt)

Y, incluye los términos deterministas D,. El problema que se presenta

es definir cuantos retardos tiene el modelo.
El Ratio de verosimilitud propuesto por SIMS se define como

(N = i)[log|Z;] — log|Zall~x&
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Donde
N es el total de observaciones
k variables del modelo ampliado (todos los retardos posibles)

¥ es la matriz de productos cruzados de residuos R en el modelo

restringido (menor al numero de retardos) y a en el modelo ampliado

R es el total de restricciones igual al nUmero de parametros a estimar

Los criterios de Akaike y Schwarz se definen como

l m
AlIC=-2—+2—

N N
l log (N)
SC= —2N+m N

Donde 1=—N7k(1+2l0g2ﬂ)—N%log|E|, siendo m el numero de

variables del modelo.

El modelo que presente un menor valor de estos estadisticos es el

seleccionado.

24.4 Alternativas al modelo VAR.

El modelo de Sims puede denominarse VAR irrestricto. Blanchard

(1989) propone los modelos VAR estructurales o SVAR
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Y =ajo+ag1Yeoq + a2z +a13Xe1 + 214X 5 + &4
Xp = azg +azYe—q Ay Vg +ay3Xi1 +ayX, 5+ &y

Modelos VAR parciales o PVAR que dan soluciéon a la falta de

significatividad de algunas variables

Y = a0 +a11Ye—q ta12Ye 2 + &4
Xi =ago +az1Ye—q +ax Yo +az3Xi 1 +aXi 5 + €y

Modelos vectores de correccion de error VEC

Se originan a partir del concepto de cointegracidon generalizado en los
modelos VAR

AY, = ajg +ay(Yemq — BXe—1) +a11AY_g +a1,AY, 5 + 138X,y +a14AX 5 + €14
AXy = azo +ay(Ye—qg — BXi—1) +a21AY 1 +azAYe 5 + ax3AX, g + 248X, + &5

El resultado del modelo VEC informa sobre la relacion de largo plazo

de las variables y sobre los desvios de corto plazo.
El largo plazo es la relacion de las variables en el momento t

El corto plazo incorpora el término de error (coint) y las variables en

diferencia.

Para cointegrar, el VAR tiene que tener variables integradas de algun
orden. Los residuos que se generan a partir de aqui (para cada

ecuacion) tienen gque ser estacionarios.
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Modelos VAR con medias moviles en las perturbaciones VARMA

Y =ajo+ a1 Yeo1 +a2Yez +a13X1 + 214X + 01181 + 01284
Xi =agg+az Yeoq +az,Yep +a3Xe 1 + a3, Xi 5 + 03184 + 055815

24.5 Test de Johansen para la cointegracion

El procedimiento de Johansen (1991) es una generalizacién multivariada de
Dickey Fuller. Parte de la representacidon autorregresiva general de una

matriz multivariante de m variables que vendria dada por
Y, =LY, + Yy + - T, Y, + &

Restando en ambos la matriz Y,_;

Ye = Ye1 =Yg = Yeu + 1LY + - 1Y + &

AY, = (M — DY,oq + Yy + - T, Y, + &
Sumando y restando (I1; — 1)Y,_, a la derecha de la igualdad
AYy = (Iy = DYeoq + MYep + (I = DYy — (Mg = DYy + - M Yoy, + &
Queda
AY, = (g = D (Yeeq — Ye) + (M + 1y = DYep + - T, Yy + &
AY, = (I — DAY,y + (M + Ty — DY p + M, + &

Repitiendo el proceso p veces y definiendo las matrices

i

.Ql'=— I—ZHl

j=1
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Se puede escribir
AYt = QlAYt—l + QZYt—Z + .- Qth_p + St

Donde la matriz Q contiene los parametros que definen las relaciones
de equilibrio entre las variables incluidas en el sistema. El rango de
dicha matriz define el nimero de retardos de cointegracion diferentes

que existen entre las m variables

Si p()) =0 todos los vectores son linealmente dependientes vy
significa que no hay relacién de cointegracion entre las variables.
Mientras que, si p(Q)=r<m, hay r vectores linealmente
independientes y significa que hay r relaciones de cointegracion

diferentes.

Si existen las relaciones de cointegracién, entonces se pueden descomponer

la matriz Q en el producto de dos submatrices A y B de forma que

Qxr = AP’
Donde B’ contiene los coeficientes de los vectores de cointegracidon y A

los parametros de la velocidad de ajuste.

Sustituyendo la matriz O en la expresion general del modelo
AY, = A, 1 + QY p 4+ AB' Yy + &

Donde el producto B'Y,_,, es estacionario

En la practica, el contraste de Johansen consiste en:

1. Determinar el orden 6ptimo del modelo VAR

2. Estimar el modelo con procedimientos de maximaverosimilitud
con restricciones paramétricas

3. Determinar el rango de cointegracibn en un entorno

probabilistico.
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Para esto Uultimo se definen dos estadisticos basados en los

autovalores de la matriz Q y formulados como:

m
Vtraza(r) =—-N Z In (1 - 1’7\1)

i=r+1

Vinax(r,7 +1) = —=NIn (1 — 7,37)

Donde v son los autovalores, r el numero de relaciones de

cointegracién y N el nUmero total de observaciones

Con V,.4,4 S€ contrasta

H,y:n° vectores de cointegracion <r
Hi:n° vectores de cointegracion > r

Con V,,,, se contrasta

H,: existencia de r vectores de cointegracion
H,: existencia de r + 1 vectores de cointegracion

Los valores de estos estadisticos se comparan con valores criticos

estimados por Johansen y Juselius.

Segun Perez Lopez (...) en la practica son mas estables las ealciones
de cointegracion obtenida en el contexto univariante que en el
contexto multivariante y hoy en dia se usan mas debido a la menor

fiabilidad de las relaciones derivadas del test de Johansen.

CASOS DE ESTUDIO, PREGUNTAS Y
PROBLEMAS

Caso 24.1:
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Caso 24.2:

L L] /
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