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Capitulo 20. REGRESORES
ESTOCASTICOS

En el modelo de regresion lineal se ha expuesto, hasta ahora, que las
variables explicativas eran fijas -0 no estocasticas- en muestras
repetidas. Este supuesto puede ser apropiado para experimentos de
laboratorio, en los que el investigador tiene el control sobre las
variables explicativas, puede fijar el valor de las mismas y observar
los resultados obtenidos para la variable endégena en experimentos
repetidos; o para el caso de variables que se construyen
artificialmente, como pueden ser las tendencias lineales o las
variables ficticias. Pero en el proceso de investigacion economeétrica
descrito hasta ahora, en general, las variables explicativas no estan
sujetas a control y tanto las variables endégenas como los regresores
son el resultado de un determinado sistema econdmico-social; por lo
tanto, ambos tipos de variables, son estocasticos por naturaleza. Si
se esta analizando la relacién entre consumo y renta, donde el
parametro de interés es la propensiéon marginal a consumir, no se
puede suponer que la variable explicativa renta sea fija; ya que,
tanto el consumo como la renta, vienen determinados por el mismo
sistema econdmico-social y son aleatorias. Bajo esta nueva situacion,
se vera si los métodos de inferencia desarrollados aun se pueden
aplicar y, en caso contrario, de qué métodos de estimacidn

alternativos se dispone.
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20.1. Introduccion

En el proceso de investigacidén econométrica se planted el modelo:
y=XB+¢ e~N(0,0°I)

donde se supone que los regresores incluidos en X son variables

deterministas.

Se dice que una variable es determinista si sus valores no cambian en
distintas muestras. Cuando no puedan repetirse las observaciones -
como ocurre a menudo en Economia- no es trivial saber si una
variable es o no aleatoria. Por ello es importante analizar si el posible
incumplimiento de esta hipotesis afecta las propiedades de la

estimacion MCO.

Por otra parte, muchos modelos econométricos tienen algunos

regresores aleatorios. Por ejemplo:

« modelos de ecuaciones simultaneas, o
» modelos dinamicos

En el proceso de investigacion econométrica sélo se reconoce que
existe este problema cuando la estructura del modelo implica la

existencia de regresores estocasticos.

Los sistemas de ecuaciones simultaneas describen el comportamiento
de un vector de variables enddgenas en funcién de un vector de

variables exdgenas.



861

Los regresores estocasticos surgen del hecho de que la variable
enddgena de una ecuacidon puede entrar en otra como variable

explicativa.

Ejemplo 20.1 El modelo de consumo de Haavelmo se define

como.

Ct == BPBIt + St
PBIt == Ct + It

o bien
1 —ﬁ Cy ] _ [0 &t
[_1 1 ”PBIt _[1]It+[0]
e implica que PBI, es un regresor estocastico en la primera

ecuacion ya que, por la segunda ecuacién PBI, depende de C, v,

por la primera ecuacion C, depende de ¢,

La variable enddégena de un modelo de regresion es siempre
estocastica. Por ello, en un modelo de regresion dindmico que incluya
la variable enddgena retardada como variable explicativa, siempre

hay regresores estocasticos.

Ejemplo 20.2 El modelo AR(1) es un modelo de regresidon con

variables explicativas estocasticas:

Ye = PYi-1+ &
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Hay otras situaciones en las que es necesario reconocer que el
modelo lineal general tiene regresores estocasticos; cabe destacar los
de variables medidas con error o modelos que incluyen expectativas

como variables explicativas.

Consecuencias sobre la estimacion MCO

Sea el método de regresion lineal general en el que se cumplen los
supuestos habituales, pero donde ahora la matriz de regresores X es
estocastica. Los coeficientes de regresion se pueden estimar

aplicando el criterio MCO:
B=XX)"Xy=B+XX)X'e

Este estimador ya no es una combinacion lineal de las
perturbaciones, sino que es una funcidon estocastica no lineal de X y &,
por lo tanto, sus propiedades dependeran de la distribucion conjunta
de estas. Por ejemplo, si se quiere comprobar si el estimador es

insesgado:
EB) =B+ E[X'X)"X'¢g]

Para obtener E[(X'X)"1X’¢] se debe conocer la distribucién conjunta de

las variables aleatorias X y e.

Bajo el supuesto de regresores fijos, el problema se soluciona

facilmente:
E[(X'X)"1X'e] = X'X)"IX'E(¢)

y este valor medio es cero, dado que E(g) = 0.
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Cuando los regresores son estocasticos, esta igualdad ya no se
cumple y es preciso contar con la distribucién conjunta de X y € para
derivar propiedades de los estimadores B, asi como las distribuciones

de los estadisticos de contraste habituales.

La consecuencia fundamental de la presencia de regresores
estocasticos en el modelo lineal general, es que resulta imposible

obtener los momentos del estimador minimo cuadrado ordinario.

Por tanto, cuando hay regresores estocasticos se desconocen:

a) los primeros momentos del estimador minimo cuadratico ordinario
b) sus propiedades en muestras finitas.

Concretamente, no pueden justificarse la insesgadez del estimador
MCO, su eficiencia y la distribucion de los estadisticos de contraste
bajo la hipdtesis nula. Ello obliga a estudiar propiedades asintdticas,
esto es, las que tendria el estimador en una muestra con infinitas

observaciones.

La propiedad asintotica fundamental es la de consistencia. Bajo el
supuesto de que todas las variables explicativas estan centradas.

Trivialmente:

-1

B =B+ XX)"X'e = plim B = plim B + plim l(%X’X) (%X’s)l

aplicando sucesivamente los teoremas de Slutsky y Kinchine:

_ 1,37} 1
plim B = B + plim (TX’X) plim (Tx's) = B+ S5 Sxe
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Donde se parte que los momentos de las variables X convergen en
probabilidad a una matriz no singular Ixx. Por lo que el estimador
MCO es consistente si y sblo si los regresores no estan

correlacionados con el término de error.

Observacion: Los siguientes son resultados fundamentales de

teoria asintotica.

Convergencia en probabilidad: Sea {b,} una sucesidon de
variables aleatorias definida en el conjunto de numeros reales.

Se dice que {b,} converge en probabilidad a b si y solo si
36 >0/ 1!11—{?0 P(llb,—Dbl) <é6=1
Otra forma de expresar matematicamente este concepto es,
plimb, = b
expresion que se lee el limite en probabilidad de b, es b.

Estimador consistente: Se dice que f, es un estimador

consistente de B si
plimGn =B

Una condicidon suficiente (no necesaria) para que B, sea un

estimador consistente de B, es que
lim E[Gn] =By lim Var [Gn] =0
n—->oo n—>oo

Por otra parte, si
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plim @, = ayplimB,, = B
Entonces,
plimy =y siendo y una constante (no depende de n)
plim [’dn + Bn] =atf
plim [’dn. Bn] =a.f

plim [% =%,siT3n 0yB#0

plim [\/@,] = Vasid, > 0ya >0

plim ¢[a@,] = @[a] siendo ¢[ ] una funcidon continua (teorema de
Slutsky)

Si m es un momento muestral de orden r y pu es el
correspondiente  momento poblacional, entonces plimm, = p,

(teorema de Kinchine)

Estas propiedades se cumplen tanto para escalares como para

vectores.

Es importante tener en cuenta que las propiedades de consistencia e
insesgadez son distintas e independientes. Concretamente, es posible

que un estimador sea:
e sesgado y consistente (por ejemplo, la varianza muestral),

¢ insesgado e inconsistente (por ejemplo, y;, =X, +& B = %)
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e sesgado e inconsistente, (por ejemplo, el estimador anterior mas un

sesgo deliberado), o

e insesgado y consistente (por ejemplo, el estimador MCO bajo las

hipotesis habituales).

Distribucion condicionada

Una forma de enfocar este problema es utilizar la distribucién de y
condicionada a las X. La funcién de distribucién conjunta f(y,X;B,c?)

se puede escribir como:

f(y.X;B,0%) = f(y/X; B.o?) f(Xy)

Si el interés se centra en los parametros de la distribucion
condicionada (B,c?) y estos no estan relacionados con los parametros
de la distribucion marginal, y, se puede olvidar de ella y considerar
solo la distribucién de y condicionada a uno de los valores fijos de las

variables X.

El modelo de regresion lineal general condicionado a X, se puede

escribir como:

y=XB+¢
donde:

E(g/X) = 07

E(e€'/X) = a1,
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pX)=k<T
£/X~N(0,0%1;
Se obtienen los siguientes resultados condicionados:
E(B/X) = B+ E[X'X)"'X'e/X] = B+ (X'X)'X'E(e/X) = B (20.1)
De la misma forma:
V(B/X) = B+ E[(X'X)"1X' (g€//X) X(X'X) 1] = X'X) "1 X'E(e€'/X) X(X'X) !
= X'X)1X'6%I; XX'X)"1 = 6?(X'X)? (20.2)

Donde, o%se estima a partir de S? y se cumple que: E(S?/X) = ¢%. De

modo que S? es estimador insesgado de o2

De esta forma, un estimador insesgado de la varianza condicionada

de los estimadores, viene dado por:
V(B/X) = s2(X'X)™!

El estimador B no es un estimador lineal, sino una funcién estocastica
no lineal en X e y, por lo que estrictamente hablando no se puede
aplicar el teorema de Gauss-Makov y decir que es ELIO. Sin embargo,
si se considera la varianza del estimador como condicional a valores

dados de X, entonces el estimador es eficiente.
Por otro lado, la distribucion de B condicionada a los regresores X, es:

B/X~N[B,c*(X'X)"1]
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y los estadisticos de contraste, condicionados a X, siguen una

distribucién t de Student y F de Snedecor, respectivamente.

De esta forma, aunque en principio las variables X son variables
aleatorias, si se condiciona el analisis a valores fijos de estas, los
resultados dependen de los valores concretos que tomen en la

muestra.

El problema se plantea en contextos en que los regresores son
estocasticos y no tiene sentido realizar un analisis condicionado a
valores fijos de X. Estas situaciones se pueden presentar en los

siguientes tres casos:

Caso A. variables explicativas con retardo
CASO B. variable explicativa no observable

CASO C. variables explicativas enddgenas

CASO A. variable explicativa enddgena con retardo

Si se tiene el siguiente modelo de regresion:
Yi=a+BY 1+ U t=1,..,T (20.3)

En este modelo aparece como regresor la variable dependiente
retardada un periodo. Dado que Y,,...,Yr son variables aleatorias, el
regresor Y,_, €s una variable aleatoria. En esta situacion, la matriz

1 y,4
X=|: :

1 yr—q
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es estocastica. Por otro lado, no se puede realizar el analisis
condicionado a valores fijos de Y,_;, t=2,..,T, ya que no tendria
sentido porque es el propio modelo estocastico el que indica cdmo se

generan.

CASO B. variable explicativa no observable

Dado el siguiente modelo de regresion:
Yt =0l+ﬂX£k+[,lt t = 1,...,T (20.4)

Donde X* es una variable no observable porque es dificil de

cuantificar o medir. En su lugar, se observa la variable X, tal que:
Xt:X:-}_gt t:].,...,T

g €S una variable aleatoria que recoge el error de medida en t. En
esta situacidn, X, es una variable aleatoria aunque se considere X*
como fija. Por lo tanto, el modelo en términos de X -sustituyendo X;

por X.- queda:
Yt=0l+ﬂXt+a)t t:1,...,T (20.5)

Donde w, = u; — B¢, es el término de perturbacién que recoge, ademas

de u;, el error de medida ;.

El modelo (20.5) es equivalente al (20.4), pero donde el regresor X;,
t=1,..,T, es una variable aleatoria. En este caso, tampoco se puede
hacer un analisis condicionado a valores fijos de X, ya que hipdtesis
sobre E(w/X), E(ww'/X) no tendrian sentido, dado que w es funcion

de ¢y X.
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Observacidén. Sustituyendo en 20.5 a X, por su igual X; + &

Yi=a+ BX; + &) + wy;

Yt=a+,3X;+ﬁ€t+a)t

Yo =a+ BX{ + U

Donde (Ut == I’l't - St.

CASO C. variables explicativas endogenas

Si se quiere estimar los parametros de la siguiente ecuacion de

demanda de un bien:
Qr=a+ BP + u; t=1,..,T (20.6)

Donde Q es la cantidad demandada y P es el precio. Dado que en el
momento t se observa la cantidad y precio de equilibrio, ambas
variables se determinan simultaneamente en el mercado, de modo
gue, tanto Q como P son variables enddgenas. Por ejemplo, si en t se
produce un shock en la demanda de este bien debido a un cambio en
gustos de los consumidores recogido por u,, s€ generaria un cambio
en el momento t, tanto de la cantidad demandada Q, como del precio.
En este contexto, la variable dependiente y el regresor se determinan
simultdneamente; por lo que ambas variables Q, y P, son aleatorias.

Este es otro caso donde la matriz de regresores
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1 P
X=|:

1 P

es estocastica. Por otro lado, tampoco tiene sentido realizar el
analisis condicionado a P, t=1,..,T, dado que P, se determina

simultdneamente con Q..

20.2 Modelo de regresion lineal con regresores
estocasticos
En el modelo de regresion lineal:
y=XB+¢ e~N(0, 62Iy)
donde al menos uno de los regresores es una variable aleatoria,

siendo, por lo tanto, la matriz

1xk1
x| ]

1 Xkt

estocastica. Los estimadores y estadisticos, son funcion de las
variables aleatorias X, y &; j=2,..,k; t=1,..,T, por lo que serd
importante conocer las caracteristicas estocasticas de ambos

conjuntos de variables aleatorias y como se relacionan.
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Regresores independientes de la perturbacion

Cuando las variables aleatorias X;; y ¢ son independientes, para todo
j=2,.,kyt=1,.,T, la funcion de densidad marginal de (X,..., Xxt)

no depende del vector paramétrico (B, o2) para todo t.

Estimador MCO. Bajo los supuestos habituales sobre Ilas
perturbaciones del modelo aun se pueden derivar analiticamente
algunas propiedades para muestras finitas del estimador MCO de B:
es insesgado y eficiente dado que su matriz de varianzas vy

covarianzas alcanza la cota de Cramer-Rao.

Si se toma esperanzas sobre X en las expresiones (20.1) y (20.2), se
puede demostrar que el estimador MCO es insesgado y obtener su

matriz de covarianzas. Utilizado el resultado E(a) = E,[E(a/b)]:
E(B) = Ex|[E(B/X)] = Ex[B + (X'X)"'X'E(¢/X)] = B
V(B) = Ex[(X'X) 1 X'E(e€' /X) X(X'X)™1] = a2 Ex(X'X) 1

donde Ex(X'X)"! es la matriz de covarianzas poblacional de los

regresores calculada en la distribucion marginal de X.

Distribucion del estimador. En este caso, no se conoce la distribucion
exacta de los estimadores MCO. En particular, no siguen una

distribucién normal aun suponiendo que X; siga una distribucién

normal paratodoj=2,..,kyt=1,..,T

Esto se debe a que este estimador, es una combinacién no lineal de

las variables aleatorias X;; y . Como consecuencia, los estadisticos

de contraste no tienen una distribucion exacta conocida y, en
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particular, no se distribuiran como una t de Student y una F de

Snedecor, respectivamente.

Propiedades asintdticas. Ahora bien, bajo los supuestos habituales y

si ademas se satisface el supuesto adicional de que:

!

plim % = Xxx, donde X es una matriz definida positiva (20.7)

es posible derivar las siguientes propiedades asintoticas para los
estimadores MCO. Utilizando los teoremas de Mann-Wald y Cramer el

estimador por MCO de B es consistente, es decir:

1. plimp; =B, Vj=1,..k

2. VT(B - B) S N(0,0%571)

3. Bajo la hipoétesis bula Hy:RB = r , los estadisticos t y F usuales
se distribuyen asintéticamente como N(0,1) Yy  xg,
respectivamente, donde g es el nimero de restricciones. Por lo
tanto, se pueden utilizar estas distribuciones asintéticas para
aproximar la distribucion exacta de los estadisticos si el tamafio

de la muestra es grande.

El supuesto de independencia entre los regresores y el término de
perturbacién, no se satisface en los ejemplos de los Casos A, By C
anteriores. Luego, este supuesto sigue siendo bastante restrictivo en

muchas ocasiones.
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Incorrelacion contemporanea

Si las variables aleatorias X;; y & no son independientes, aunque

estén incorrelacionadas contemporaneamente, esto es,
EXjee)) =0 Vj=2,...,ky t=1,..,T

No se pueden derivar analiticamente propiedades para muestras

finitas de los estimadores:

E(B) = B+ E[(X'X)7'X'e]

Estimador MCO. En general, E[(X'X)"1X'e] puede ser distinto de cero,
con lo cual B puede ser sesgado. Por otro lado, el cdlculo analitico de
la matriz de varianzas y covarianzas es dificil debido a la no linealidad

del estimador en Xy e.

Distribucion de estimador. No se conoce su distribucidn exacta. En
particular, no siguen una distribucion normal aun suponiendo que X;;
siga una distribuciéon normal para todo j=2,..,k y t=1,..,T. Como
consecuencia, los estadisticos no tienen una distribucion exacta

conocida.

Propiedades asintoticas. Bajo los supuestos habituales mas el (20.7)
y aplicando los teoremas de Mann-Wald, Slutzky y Cramer, se pueden

demostrar los resultados asintéticos de la seccion anterior.

En este contexto, se enmarcaria el Caso A si ¢ ~iid(0,0%). En este
caso, Y;_; no es variable aleatoria independiente de ¢. Sin embargo,

si E(e; &) = 0 V't # s, entonces se satisface que E(Y;_; &) = 0 vt. Por lo
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tanto, regresor y perturbacidn estan contemporaneamente

incorrelacionados.

Correlacion contemporanea

Sucede cuando algunos de los regresores estan correlacionados
contemporaneamente con el término de perturbacién, es decir,

E(X;ce) = 0 para al menos algun j y para todo t.

Estimador MCO. En este caso, por las mismas razones que en el
anterior, no es posible derivar ninguna propiedad en muestras finitas

de los estimadores MCO.

Distribucion del estimador y propiedades asintdticas. Se pierden las
propiedades asintéticas deseables. No se satisface una de las
condiciones del teorema de Mann-Wald, por lo que, en general, el
estimador MCO no va a ser consistente, ni va a distribuirse
asintoticamente como una normal. Esto lleva a que, bajo la hipotesis
nula Hy:RB =r, los estadisticos t y F, no se distribuyen
asintéticamente como una N(0,1) y una y;, respectivamente. Por lo
tanto, no se dispone de una distribucién asintética para aproximar la
distribucidn exacta de estos estadisticos, si el tamafio de la muestra

es grande.

Estas graves consecuencias, hacen necesario buscar un método de
estimacion alternativo al de MCO, con el que se obtengan al menos
estimadores con propiedades asintoticas deseables y que permita
derivar estadisticos con distribuciones asintéticas conocidas para

contrastar hipétesis sobre el vector de coeficiente B.
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Este supuesto de correlacidn contemporanea entre regresor vy
perturbacién, es de gran relevancia en la estimacion de muchos
modelos econométricos. Por ejemplo, los Casos B y C se enmarcan en
este contexto. En el Caso B, el término de perturbacion del modelo
(20.5) recoge el error de medida ¢ que esta correlacionado con X;;

dado que X; = X{ + ¢, t=1,..,T. Aun suponiendo que:
E(ue) =0y E(X{e) =0

E(X;w) = E[(X{ + &) (ue — Ber)] = —BE(ef) = =BV (&) # 0

En el Caso C, la variable P, se determina simultaneamente con Q,; por
lo que si u, recoge factores que afectan a Q, estos afectaran

simultdaneamente a P, y E(P.u;) # 0.

20.3. Método de Variables Instrumentales

El método de estimacidn conocido como método de variables
instrumentales (VI), trata de obtener un estimador consistente de B
cuando existen problemas del tipo descripto en la seccion anterior; es
decir, cuando algunos regresores estan correlacionados con el
término de perturbacién, haciendo que el estimador por MCO no sea

consistente.

Se quiere estimar el modelo

y=XB+¢
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en donde X es una matriz de variables aleatorias tales que

1
lim =X’ 0
plim - €+

El método de variables instrumentales se basa en buscar k variables
denominadas instrumentos, Z; j = 2,...,k, que estén por su lado,
incorrelacionadas con la perturbacién & y por otro, muy
correlacionadas con las variables para las que hacen de instrumento,

es decir:

1. E(Zje,) =0 j = 2,...k; Vt

!

2. plim ZT—X = X,x,donde X finita y no singular

Hay que tener en cuenta que, para aquellas variables explicativas que
no estan correlacionadas con el término de perturbacién, los mejores

instrumentos son ellas mismas.

La matriz de instrumentos Z (Txk), se puede construir reemplazando
las columnas de X correspondientes a las variables explicativas
correlacionadas con la perturbacion por las T observaciones de otras
variables que satisfagan las condiciones 1 y 2, de forma que el rango
de Z'X sea completo; es decir, que Z'X sea una matriz no singular, ya

gue el estimador de B de variables instrumentales, se define como:
By =@X)'Zy

En general, es dificil conocer las propiedades del estimador By, para

muestras finitas, dado que es un estimador no lineal en las variables



878

aleatorias Z,X y €. Sin embargo, si se satisfacen las condiciones 1y 2

Y

!

plim T = X,z donde X es una matriz finita y definida positiva

aplicando el teorema de Mann-Wald y el teorema de Cramer, se

pueden demostrar los siguientes resultados asintoticos:

1. By; es un estimador consistente de B

— d
2. VT(Bys — B) = N(0,0°Ex7 272Z7%)

De esta manera, sea Z una matriz (Txk) de variables instrumentales
(VI) tal que:

1) Los instrumentos son independientes del término de error:
li ! Z¢=0
plim T €=

2) Los instrumentos estan correlacionados con los regresores:

1
plim =Z'X = 22X

£0
T Y zx|

3) Lo instrumentos y su covarianza con y es finita:
1
plim TZ y = Xzy

en donde 3) es una condicién de regularidad que evita resultados

absurdos. En estas condiciones, la expresion del estimador de B
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mediante variables instrumentales, actuando Z como matriz de

instrumentos de X, es:
Bvi = (Z'X)"Zy
y este estimador es consistente, ya que:
Bui =B+ (ZX) "2

Por lo que

~ 1.\
plimBy; = B + plim (f Z’X) (f Z's) =B

Por otra parte, la matriz de covarianzas del estimador VI es:

cov( Br) = Usz%(sz)_lZzz(sz)_l

Asint

y puede estimarse mediante la expresion:

X'zl‘1 7'Z lZX'l‘l

(B =32 | |5

donde

a2 (Y - XEVI),(Y - XEVI)
£ T

Donde por ser un método con propiedades asintéticas, no es

relevante el ajuste de grados de libertad en el denominador.

La forma de la matriz de covarianzas pone de manifiesto que cuanto
mayor sea la correlacidn entre los instrumentos y las variables

explicativas, mayor sera la eficiencia del estimador VI.
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Por ello, si se tienen k regresores y solo algunos (por ejemplo, los s
primeros) tiene correlacion con las perturbaciones, la matriz de

instrumentos Z se construira:

e sustituyendo las s primeras columnas de X por los correspondientes

instrumentos, y

e manteniendo los restantes regresores, que actuaran como

instrumentos de si mismos.

Para contrastar hipotesis del tipo Hy: RB = r, se utiliza el estadistico:

= (RB,, — r) [RX'Z)1(Z'X)"'R'"(RB,, — 1)

~2
Oy

F

Este estadistico se distribuye asintéticamente como una xZ, donde q

es el nimero de restricciones.

Ejemplo 20.3 Se considera de nuevo el modelo de consumo de
Haavelmo, dado por:

(1) Ct == BPBIt + St
(2) PBIt == Ct + It

Para ver que PIBt es un regresor estocastico de (1),

correlacionado con el término de error, basta sustituir (1) en (2):

I €
t + t
1-p 1-p
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por tanto

o;

E[(PBIt—ll_—tﬁ)et]zl_ﬁqeo

y el estimador MCO de (1) es inconsistente

Para estimar consistentemente (1) puede usarse el estimador VI,
usando It como instrumento de PIBt. La expresion del estimador
quedaria:

G _ ZItCt
VI ™ Y 1,PIB,

Ejemplos 20.4 Sea el modelo dinamico:

(1) Ve = PpYe-1+ BXe + &

con los siguientes términos de error:

(2.a) & = a;
(2. b) gt = at - 9at_1
(2.0) € = P&—10a¢

En este caso:

e La estimacién del modelo (1) por MCO es consistente si el error
es (2.a)

e La estimacion del modelo (1) por MCO es inconsistente si el
error es (2.b) o (2.c), ya que y,_, tiene covarianza no nula con

ag
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e El modelo (1)-(2.b) puede estimarse consistentemente usando
X;—; como instrumento de y,_, y la variable x, como instrumento

de si misma.
Alternativamente, y,_, es un instrumento valido de y,_;.

e El modelo (1)-(2.c) puede estimarse consistentemente
usando x,_, como instrumento de y,_; y la variable x, como
instrumento de si misma. No hay ningun instrumento valido

para estimar por VI el modelo si g = 0.

20.4 Contraste de Hausman

Cuando en un modelo de regresion lineal general los regresores son
estocasticos, es necesario afadir la siguiente hipdtesis
complementaria al modelo para garantizar la consistencia de la

estimacion MCO de los coeficientes de regresion:

Los regresores no estan correlacionados con el término de

perturbacién de forma que, bajo ciertas condiciones de

. X’
regularidad, se cumple que Ts = 0.

Como se ha visto en los apartados anteriores, este supuesto
garantiza que el estimador MCO de los coeficientes de regresién B, es
consistente. Existen casos en los cuales esta hipdtesis no se
satisface; por ejemplo, si algun regresor estd medido con error, si se

omiten variables relevantes, si hay problema de simultaneidad, etc.
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Hausman ha desarrollado un procedimiento para contrastar el
cumplimiento de esta hipotesis. Este contraste se puede interpretar
también, en términos generales, como un contraste de mala

especificacion de la parte sistematica del modelo.

El mecanismo de contraste es el siguiente. La hipotesis nula, es:

4

Hy:plim — =0
o: plim T

En el modelo de regresion uniecuacional, el estadistico de contraste,
se basa en la diferencia de los estimadores de los coeficientes de
regresion: Buco Y Bv;- Bajo la H, y suponiendo que se cumplen los
supuestos basicos sobre la perturbacién, se puede demostrar, bajo

ciertas condiciones de regularidad, que:
Buco Y By son consistentes.
Buco €S asintéticamente eficiente.

Las distribuciones asintoéticas, son:
~ d
\/T(BMCO - B) - N(0,Vy)

~ a
VT (Byr — B) = N(0, V)
Donde V; y V, son una matrices definidas positivas.

Bajo la hipétesis alternativa, solo es consistente el estimador By,. Por
lo tanto, si los regresores y la perturbacidon estan correlacionados,
ambos estimadores tenderan a diferir dado que By, es consistente y
converge a B; mientras que, Byco NO €s consistente y convergera a un

valor distinto de .
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El estadistico de contraste es:

H= T(EMGO - EVI),(VZ - Vl)_l(EMCO - EVI)

DondeV,; y V, son estimadores consistentes de V, y V,,
respectivamente. Bajo H, el estadistico H se distribuye
asintdticamente como una y* con k grados de libertad. Se rechaza la

H, con un nivel de significacion «, si H > xZ..

CASOS DE ESTUDIO, PREGUNTAS Y
PROBLEMAS

Caso 20.1. Modelo Keynesiano Simple

Hasta ahora se estudidé exclusivamente la estimacidon de relaciones
lineales Unicas de variables econdmicas. La mayor parte de los
estudios econdmicos basan sus teorias en modelos con varias
ecuaciones, en forma de sistemas de relaciones econdmicas. Cuando
una relacion es parte de un sistema, algunos regresores seran
estocasticos y no seran independientes de las perturbaciones;

entonces la estimacién clasica por minimos cuadrados sera



885

inconsistente y se deberan desarrollar procedimientos especiales para

estimaciones consistentes.

Quiza el modelo mas familiar en los libros de economia es el sistema

keynesiano simple

M C =a+py,
@ Y, =C +l,
Donde,

C: Consumo;
Y : Renta;
I: Inversion

t: Unidades de observaciones (temporales o transversales),
t=1,...,T

La interpretacion tipica de este modelo es que (1) representa la
ecuacién de comportamiento de los consumidores y que (2) es una
condicidn de equilibrio que iguala el ahorro (Y-C) a la inversién; y
gue la inversion es autonoma. Esto es, dada una inversion el modelo
determina los valores de equilibrio del consumo y de la renta. Se ve
gue tanto el consumo como la renta dependen de la inversién. Es

decir, si se resuelve el sistema sin tener en cuenta los subindices:

® C= + A |
1-8 1-8"
@ v=-2 .+ 1

1-8 1—,3'
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Hasta aqui el modelo es exacto y, por tanto, obviamente
incongruente con una descripcion empirica de la economia. Una

formulacién econométrica del sistema es,
(B) C =a+pY,+¢

® Y, =C +l

Donde ¢ es el vector de orden Tx1 que representa a la perturbacién

aleatoria con,

(7) E(g,)=0, E(e?)=0?% E(£¢&,)=0paratodos,t;s#t

Para mantener la idea que la inversién es auténoma determinada

fuera del sistema, se supone que,

B) |, y &, sonindependientes (t=1,...,T;s=1...,T).

Se tiene ahora la dependencia explicita de CeYsobrelye¢,

resolviendo el sistema

@ c=2+ P+t
1-8 1-8" 1-8
10 a 1 1

Yt: + |t+ 5,[
1-8 1= 1-p8
Dada una muestra de observaciones conjuntas sobre C,Yel, el

interés se basa en estimar los parametros de la funcién consumo (5).
Ahora bien, en esa ecuacién el regresor y la perturbacidn no son
estadisticamente independientes, ni temporal ni

contemporaneamente. Se puede encontrar la covarianza de Yye

multiplicando (10) por &, y tomando esperanzas:
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0y Eve)=;o ﬁE(s>+ 1[,,E(|e>+ 1[,,E(e>

-1 52 %0 utilizando(7)y (8).

Asi, para la estimacién de (5) MCO no produciria estimaciones

consistentes.

Si se considera esto explicitamente, el estimador clasico de g en (5)

es

o 2C-CNY-Y) _Di(a+ Y +e-a-BY)Y-Y)

2 Y (Y=Y Y (Y=Y

Y BY =Y HE(Y-Y) zg(v Y)

- 3 (Y -V)? - Z(Y Y)?
:ﬁ+zgo{—_\7)/T
DY=-Y)2IT

Ahora bien, Z£(Y—V)/T es la covarianza muestral, asi que bajo

condiciones generales

@3 Plim Z(_ 280 ey = a-po?

Similarmente, Z(Y—\?)ZIT es la varianza muestral, que bajo

condiciones generales

(1) PIimZ(\tl_—_Y) =E[Y-E(Y)]* =0,

Entonces,

a5 Plimb=p+L7A"

W
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Por lo que el estimador MCO no seria consistente. Realmente esta
clara la direccion del sesgo asintdtico si se emplea la informacion
econdmica de que la propension marginal a consumir esta entre cero

y uno: con 0<fB<1 Plimb> g.

También es informativa una expresion distinta del sesgo. Como | y¢

no estan correlacionados (10) implica

16) Var(Y)=0, =E[Y-E(Y)]" = (1—[3)_2{ E[1 —E(1)]°+E(?) }
=(1-p)*(o; +07)

Introduciendo esto para o,, en (15), se encuentra que

Wh o =pra-p

(17) Plimb=g+ 1= ) (0, +0%) = o 40

Nuevamente con 0< g <LPlimb> 4. Mas aun, Plimb- /3 sera grande

cuando la varianza de las perturbaciones es grande en relacion con la
varianza de la inversidon. Una interpretacion heuristica del resultado
es que la regresién clasica MCO del consumo sobre la renta da crédito
a la renta debido al efecto de las perturbaciones puesto que éstas

estan correlacionadas positivamente con la renta.

Otra forma de mirar el resultado es considerar que MCO puede
suministrar estimaciones consistentes, cuando los parametros en las
relaciones son los de la esperanza condicionada del regresando dados

los regresores. Pero no es este el caso en (5), ya que

08 E(C |Y)=a+pBY +E(&|Y,)

Pero, E(¢,|Y,) ZE(g,) =0
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Aunque esta forma de mirar el resultado recuerda que los MCO
deberian ser apropiados para resolver las relaciones (9) y (10),
porque (9) cae bajo el modelo de regresidon lineal estocastico

independiente, se observa que

a 1
(19) E(Ct |It) :m"'%lt +E(m£t lltj =
= a + ﬁ It
1-8 1-B
Estimando por MCO
20 C,=n,+tnl +v,

Donde

a 1

@) m =1_IB: 7Tl=£, Vi _mgt

designando las estimaciones MCO de 7n,,77, como p,,p,, los cuales son

consistentes, ya que

. a .
@) Plimp, =7, ==, Plimp, =7, :%

Continuando con el modelo Keynesiano, (21) sugiere que se
denomine a la estimacién de g por £, definido por p, = 3/(1-3), esto

es

~_ Py
23 =—
@ B=12
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B es consistente ya que

@4 Plmp=—imp, ___BIA-A) _,

Pliml+p,) 1+8/1-7p)

Igualmente (21) sugiere que se denomine a la estimacién de a por

a , definido por p, =a/(1- ), esto es
(29 @=p,-pB)
Por lo tanto & es consistente

26) Plima = Plim p,Plim(1-3)=24=A) -
(26 ima im p,Plim(1- 5) 1-5) a

Debe observarse que aunque p,p, son insesgados &,3, que son
funciones no lineales de p,p,, no son insesgados. Aunque si

consistentes y, por tanto, insesgados asintdoticamente.

En resumen, el Modelo Keynesiano Simple demuestra que cuando
una relacion es una de las muchas de un sistema simultdneo, las
estimaciones clasicas MCO de sus coeficientes seran generalmente
inconsistentes. La razon subyacente es que algunos regresores estan
determinados conjuntamente con el regresando y, por tanto, son
dependientes de la perturbacién contemporanea. Se ha visto también
que se pueden obtener estimaciones consistentes mediante una
especie de procedimiento indirecto minimo cuadratico. Sin embargo,

se vera que esta Ultima alternativa no es por lo general aprovechable.

Por supuesto que si es aprovechable el método de variables
instrumentales; no es dificil demostrar que los estimadores &,3 son

los estimadores de variables instrumentales de a,8 en (5), donde |,
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que es independiente de las perturbaciones, se utiliza como
instrumento para Y. Sin embargo, no siempre sera tan simple

encontrar una variable instrumental legitima.

Alternativamente, se podria haber mirado (10) y observado que:

@7 E(Yt|lt)=1f’ﬂ+1_1ﬁlt+E( 1ﬂa|ltj=

Y estimado por MCO
@8 Y, =9, +al ta,

Donde

Entonces las estimaciones MCO designadas por d,,d, seran

consistentes:

. a .
G0 Plimd,=5,=; 77, Pimd, = =$.

Entonces se podria haber considerado los estimadores &,3 definidos

por d, =Y @-j) y d,=a/@-f3) esto es,

@) f=1-1, a==*

1 1
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Y ver que eran consistentes;
B2 PlmAG=p4, Plma=a.

Sin embargo, no hay por qué hacer esto en el presente modelo;

utilizando (6) se puede demostrar que =4y que a=a.

Con algunos datos de Haavelmo para la economia de Estados Unidos
referidos a consumo, renta e inversidén, se calculan los siguientes

momentos alrededor de la media:

C Y I
C 35.887 47.585 11.698
Y 64.993 17.408
I 5.710

La estimacién minimo cuadratica clasica inconsistente de g en
(5) es entonces
Mey _ 47585

33 fB= = = 0732
myy 64993

La estimaciéon minimo cuadratica clasica consistente para m; en
(20) es

My 11698
34 pq= = = 2,048
1
m. 5710

De esto se puede deducir una estimacion consistente de B a
través de (23)
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A 2048
B B=—t =% op7
1+p; 3048

Se observa para esta muestra que f>pf, lo que no es

sorprendente puesto que Plim b > 8 = Plimf.

De esta forma se puede tomar la estimacion minimo cuadratica
clasica de §, en (28):
myi 17408

(36 dy=—="———=3048
mi 5710

Y de esto deducir una estimacion consistente de g a través de

(31)

_ 1 1 .
B7) B=1-—=1-——=0672=7
dy 3048

Y también, para la estimacion de la variable instrumental de g

en (5) se ve que

11698 .
p= e - 22 0g72-

my 17408

(38)

Caso 20.2 Modelo simple de mercado

Para una segunda demostracién, se considera el modelo de la Oferta
y Demanda para una mercancia en particular -con una perturbacion
que permite desplazamientos aleatorios en las curvas de oferta y

demanda-.
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39) Demanda q, =a+ fp, +¢&,

(40) Oferta g, = y+dp, + £t

Si en la ecuacion de demanda, un regresor p, fuera independiente de
la perturbacidén &, entonces cuando la ecuacién de demanda recibe
una perturbacion positiva g, en (39) deberia elevarse en la cantidad
de la perturbacion. Entonces, en (40), esto haria a g, independiente

de p; Y ¢ dando lugar a que ¢ = &*;.

Aunque las perturbaciones de la demanda y de la oferta pueden estar
correlacionadas, sin embargo, es absurdo pensar que sean idénticas.
Se concluye que p, Yy & no son independientes, el precio esta
determinado conjuntamente por Ila cantidad y por los

desplazamientos aleatorios de la ecuacién de demanda.

Preguntas

1-El método de variables instrumentales se utiliza:
a) cuando hay heterocedasticidad
b) cuando ademas de heterocedasticidad hay autocorrelacion

c) se puede aplicar cuando estimamos una ecuacién estructural
aislada de un modelo de ecuaciones simultaneas

d) se aplica cuando se tienen instrumentos estadisticos
adecuados: medias, covarianzas, limites de probabilidad, etc.

2 -El estimador de variables instrumentales:
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a) es consistente
b) los residuos se pueden expresar como Y — XBy; = € + X(Z'X)"1Z'e

C) para obtener la matriz de varianzas-covarianzas de los
estimadores hay que estimar previamente el estimador de la
varianza de las perturbaciones

d) ninguna de las anteriores
3.- El método de variables instrumentales:

a) Se debe emplear para solucionar los problemas de
multicolinealidad, empleando instrumentos de las exdgenas
correlacionadas

b) Se debe emplear cuando hay exdgenas retardadas en el
segundo miembro de la ecuacidon de regresion

c) Se debe emplear cuando el coeficiente de determinacion no es
un buen instrumento para medir la bondad del ajuste.

d) Se debe emplear como alternativa consistente a MCO cuando
se piensa que alguna/s explicativa/s de la ecuacidén son
enddgenas y por tanto no independientes de la perturbacién

4.- Si una de las variables explicativas del modelo de regresion es la
propia enddgena retardada y las perturbaciones presentan
autocorrelacion, es un caso de:

a) Regresores estocasticos dependientes de las perturbaciones a lo
largo de toda la muestra

b) Regresares estocasticos dependientes de las perturbaciones
pasadas, pero no de las contemporaneas ni futuras

c) Regresores estocasticos, pero no se sabe si dependientes o
independientes de las perturbaciones

d) Regresores correlacionados entre si. Un caso, por tanto, de
multicolinealidad

5.- Si hay variables enddgenas retardadas como explicativas en un
modelo de regresion cuyas perturbaciones son ruido blanco
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a) Los estimadores MCO son sesgados e inconsistentes

b) plim (XT’E) =0

c) plim (#)_1 =0

d) Ninguna de las anteriores

Problema 20.1. Modelo con errores de medida

Dada el siguiente modelo experimental con errores de medida de las

dos variables que intervienen, Y* y X*:

Yo =a+ BX; + 1.
Cona=1y =05
i =Y+ ¢ &~N(0; 1)
Xe = X! + w; w:~N(0; 2.25)

Este es el Caso B de la parte tedrica, es decir hay dependencia
contemporanea y no contemporanea entre X y u. En la simulacion se
miden con error tanto Y* y X*. Sin embargo, los errores de medida de

la enddgena no afectan a la aleatoriedad de los regresores.
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Los datos de ambas variables enddégena y exdgena contienen errores

aleatorios de medida, distribuidos normalmente.

A partir de valores fijados de X* y de simulaciones de ambos errores,
se han obtenido valores de Y* y de Y, y se ha estimado el modelo de
regresion de Y en funcidn de X, con 100 replicaciones para cada
tamafno muestral entre T= 10 y T =100. La tabla siguiente

proporciona los resultados de las estimaciones

T E(&) 62 ECM(®) | EB) &3 ECM(B)
10 1.56 0.59 0.399 0.014
30 1.5 0.13 0.402 0.005
50 1.49 0.09 0.402 0.003
80 1.52 0.06 0.395 0.002
100 1.55 0.04 0.393 0.001

T Tamafio muestral

E(a) valor medio del estimador de a obtenido con las 100 muestras de tamafio T

o2 Varianza de las 100 estimaciones de a obtenidas con las muestras de tamano T

ECM(a) Error cuadratico medio de las 100 estimaciones de a obtenidas con las muestras de
tamafio T

Los resultados para g tienen la misma interpretacion.

Se pide:

1. Calcular el error cuadratico medio

2. Los estimadores de los parametros son insesgados o
sesgados. ¢ElI sesgo se mantiene aun en muestras

grandes?

3. Cuando aumenta el tamano de la muestra ¢los

estimadores son mas precisos? {Por qué?

4. ¢El ECM de los estimadores tiende a cero cuando aumenta
el tamano de la muestra? Entonces los estimadores MCO,
en el caso de errores de medida éson consistentes o

inconsitentes?
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Problema 20.2. Modelo con enddgena retardada

Se realiza la simulacién de un modelo que contiene la variable
enddgena rezagada como explicativa. Los errores del modelo son
homocedasticos y no autocorrelacionados. El disefio del experimento

es el siguiente:

Y. =a+ B X: + BoYe—1 + us; CON

a=1
B = 0.5
B, = 0.5
u~N(0;0.05)

Los resultados se muestran en la tabla siguiente:

T | E@ | 62 |ECM(@) | E(B) | G5 |ECMB) | E(By) | G5, | ECM(B,)
10 1.11 0.22 0.89 0.13 0.10 | 0.13
30 1.23 0.14 0.69 0.04 0.31 | 0.04
50 1.11 0.06 0.58 0.02 0.42 | 0.02
80 1.09 | 0.05 0.55 0.01 0.45 | 0.01
100 1.05 | 0.04 0.53 0.01 0.47 | 0.01

Con las mismas consignas del problema anterior, cdmo interpreta los

resultados en este caso.
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Problema 20.3 Calculo del estimador de variable

instrumental (VI)
Suponga el siguiente modelo de dos ecuaciones simultaneas:
Ylt = 0(0 + 0(1Y2t + a.’zX].t + 0(3th + l’l'lt
Y2, = Bo+ B1Y1: + f2X3: + iy

Y1 e Y2 son las dos variables endégenas del modelo y por tanto,
estocasticas (dependen de las perturbaciones). Las X se suponen
exogenas, o al menos independientes de las perturbaciones para
todas las observaciones. Se esta interesado en estimar
consistentemente la primera ecuacion. Como uno de los regresares es
Y2, que es enddgena del modelo, los estimadores de MCO son
inconsistentes. Emplear VI, tomando como instrumento de Y2 a X3,

ya que esta ultima variable causa a Y2.

La muestra es de tamafio 14 se encuentra en la tabla 20.1

El estimador de B por variables instrumentales es
B=(ZX)1Z'Y

La matriz X contiene las variables Y2, X1 y X2
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1 84,61691
1 47,58897

w

54
21

- O

X= . . . .
1 3598463 5 25

y la matriz Z las variables X3, X1 y X2

[u=y
~
~
w

54
1 28 6 21

1 27 5 25

Donde X3 es el instrumento de Y2, siendo X1 y X2 instrumentos de si

mismas.
Tabla 20.1

Y1 Y2 X1 X2 X3

1 152,001  84,61691 3 54 77

2 67,46811  47,58897 6 21 28

3 118,165 73,37928 9 32 39

4 231,1687  130,7999 13 96 81

5 202,366 110,4916 7 64 73

6 130,8377  69,70934 45 22 64

7 138,2222  66,55147 3 55 29

8 64,03722  13,43419 1 21 24

9 187,0715  107,7802 9 74 27

10 270,6937 169,057 8 95 53

11 113,4228  44,05012 6 32 21

12 129,2074  71,50718 4 48 10

13 211,6246  110,3704 4 65 85

14 48,7462 35,98463 5 25 27

Coémo elegir adecuadamente los instrumentos: Para aplicar el método
de VI. la eleccidon de los instrumentos Z es una decision clave. En el

ejemplo anterior, se tomd como instrumento de Y2 a X3, porque esta
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variable explica a Y2. Los otros dos regresares X1 y X2, y la

constante, jugaron el papel de instrumentos de si mismos.

En un modelo de ecuaciones simultdneas, hay una posibilidad sensata
de elegir instrumentos. Consiste en hacer primero una regresion de la
variable explicativa que es enddgena de otra ecuacion (en el ejemplo,
Y2) contra todas las variables predeterminadas del modelo en su
conjunto, es decir, contra todas las exdgenas y las enddgenas
retardadas que aparecen en cualquier ecuacion del modelo. Se
calculan y se guardan en memoria los valores ajustados de esta
primera regresion, la que se llama primera etapa. En una segunda
fase, se aplica el método de VI, utilizando como instrumento ese
valor ajustado. Este método de estimacion es el llamado de minimos

cuadrados en dos etapas (MC2E).

Con los datos del problema realice la estimacion por MC2E utilizando

Eviews.
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