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Capitulo 19. MINIMOS CUADRADOS
NO LINEALES

Todos los modelos de regresidon de una sola ecuacidon, estudiados
hasta este punto, han sido lineales en sus coeficientes y, por tanto,
pueden usarse los minimos cuadrados ordinarios para estimarlos. En
la etapa de analisis de la informacidén del proceso de investigacidn
economeétrica, , puede que al estimar la relacién entre las variables
enddgenas y exdgenas se compruebe que no se cumple con el
supuesto de linealidad. En este capitulo se examina el problema de
estimar ecuaciones que son no lineales en sus coeficientes. Aunque
estos procedimientos para la estimacion no lineal pueden ser costosos
desde el punto de vista del calculo, incrementan en gran medida el
alcance de las estructuras de modelo que pueden usarse para la

estimacion del mismo en un espacio y tiempo determinado.
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19.1 Prueba de linealidad del modelo

Generalmente, en la practica se especifica un modelo lineal y luego se
contrasta la hipotesis de linealidad. Esta puede ser evaluada a partir
de la prueba RESET de Ramsey. Partiendo de que cualquier funcion
puede ser aproximada por polinomios del orden adecuado, en el
modelo de regresidén se pueden introducir términos con las potencias

sucesivas de la variable enddgena.

El contraste de Ramsey realiza una prueba para comprobar si los
coeficientes de las potencias incluidas en el modelo se anulan; si se
confirma esta hipotesis, se acepta la forma funcional lineal del

mismo.

Para realizar el contraste RESET se debe decidir cuantas funciones de
los valores ajustados se incluiran en la regresion ampliada. No hay
una respuesta concreta a esta pregunta, pero los términos al

cuadrado y al cubo suelen ser suficientes en la mayoria de los casos.

Sean Y, los valores ajustados por MCO al estimar la ecuacion

Y, =B+ B Xyt + B X +E

Se considera la ecuacion ampliada

Y, =B+ B Xyt B Xy "'C"zYA2 +a3YA3+£t
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Obviamente no hay interés en los valores estimados de esta ultima
ecuacion, solo se quiere determinar la existencia de linealidad en el
modelo estimado originalmente. Se debe recordar, al respecto, que

Y2,Y? son funciones no lineales de las variables exdgenas.

La hipdtesis nula es la linealidad. Formalmente, Ramsey establece,

H,:£=N(0,0%); H,:e=N(e0°l)0e#0

El estadistico RESET es una F que, bajo hipdtesis nula, tiene
2, T-k-2 grados de libertad. ¢éporqué?. En general, se pueden
expresar los grados de libertad en funcion de la cantidad de
regresores que se anaden, pero teniendo en cuenta que se deben

dejar los suficientes grados de libertad para la estimacion del modelo.

_ (R721 - R%)/kn
"~ (1=RY/(n—ky)

El estadistico se construye con los coeficientes de determinacion de la
ecuacion original y la ampliada (R? y R2, respectivamente) y los
grados de libertad tienen en cuenta los parametros adicionales en la

ecuacion ampliada.

19.2. Especificacion de modelos no lineales

En el proceso de investigacion econométrica, a veces hay que
responder a la pregunta sobre qué tipo de modelo especificar, ya que

la teoria respectiva puede no dar indicios acerca del modelo a aplicar.
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Ejemplo 19.1. Para estudiar el crecimiento del empleo se

puede utilizar un modelo del tipo:
Wi\P
Ui =e“ <—> et
Pt

donde:

U,, denota la tasa de crecimiento o destruccion del empleo

W

P es el salario real

Este modelo es claramente no lineal pero puede transformarse

en otro lineal mediante un cambio de variables, haciendo
Y, =InU,

W,
X, =In—

P
Quedando, & =@t AX *U

Esta especificacidon tiene la ventaja de que el valor del coeficiente

[ proporciona la elasticidad desempleo - salario real, puesto
que:

_dinUy _Wt/ptD du;  Variac.% en U;
_dInW[/pt_ Ut d(M/pt)_Variac.%mN/pt

Una forma general del modelo de regresién es

Ve =9Xe, B) + & (19.1)
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El modelo lineal general es un caso especial de (19.1), pero esta

especificacidén incluye también a, por ejemplo,
YVt =ﬁ1eﬂ2xt+5t (19.2)

Que no tiene una transformacion lineal. Este modelo se denomina

intrinsecamente no lineal ya que no puede transformarse en lineal.

Lo que caracteriza a (19.2) como un modelo de regresion no lineal es
el método de estimacion de sus parametros. En general, se vera que
los residuos de un modelo no lineal no siguen una distribucién
normal, por lo que habrd que buscar otros métodos de estimacién
basados en procesos iterativos. Por lo tanto, un modelo es no lineal
cuando no es lineal en los parametros, no importa si las variables son

lineales.
De esta forma, por ejemplo, los modelos

Y, =, +(075- B )P+ gy

Y, :181+:823Xi T U,

son no lineales porque no hay una manera simple de expresar una

relacién lineal entre parametros.
Un modelo especificado como
y, = fyebaxete

Es un modelo intrinsecamente lineal, ya que se puede transformar en

lineal aplicando logaritmos en ambos miembros de la ecuacion.

Entonces, un modelo es lineal en
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-parametros y variables Y =a, +a, X, +a,X, + u
A — 2
-parametros Y =a, +a, X +a, X"+ u
Por lo tanto, los modelos

Y = eﬁ1+/62xl tH
t

_ 1
t 1+ eﬁﬁﬂzxt +hh

son intrinsecamente modelos lineales porque se linealizan de manera

simple a partir de la aplicacion de logaritmo.

Ejemplo 19.2.
Las siguientes funciones de Cobb-Douglas:
Y, = B X X% u = se convierte en lineal al hacer
Ln(Yy) = Ln(By) + BLn(Xy) + B3Lln(X5.) + Ln(uy)
Y, = B X=X+ = no se convierte en lineal porque

Ln(Y,) = Ln(ﬁlegxfg + Mt) siendo L(A+B)#InA+InB por lo que

este modelo es no lineal.

La funcion de distribucion con elasticidad constante de

sustitucidon (ECS) también es un ejemplo de no lineal

Y, = A+ (- o) h
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De manera general, se consideraran ecuaciones de la forma
Ve = 9Xe, B) + &
Donde/ g(XtJ B) = f(XZJ ---;Xk, lgli IBZJ "'Jlgk) (193)

f es una funcién no lineal de las k-1 variables independientes X,...,

Xk Yy los k coeficientes By,...,Bk-

El criterio usado para determinar los valores estimados de los
coeficientes es el mismo que se usa en una regresién lineal; es decir,

la minimizacion de la suma de cuadrados del error.

Si se tienen T observaciones en Y, Xj,..., Xk, se puede escribir la

suma de cuadrados del error como:
T 2
S(B) = X[y = T (X X Breo B (19.4)
t=1

Se denominaran f,, ..., B, a las estimaciones de minimos cuadrados no
lineales de Bs,...,Bk; es decir, los valores que minimizan la suma de

cuadrados de S.

En el caso de una regresion lineal es sencillo, desde el punto de vista
del cdlculo, obtener las estimaciones de minimos cuadrados. Sin
embargo, para una ecuacidn no lineal, hay métodos de calculo
alternativos para encontrar estimaciones de coeficiente que

minimicen la suma de cuadrados del error en la ecuacién (19.4).
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19.3. Estimacion por MCNL

En general, un modelo de regresién no lineal es aquel para el cual sus
primeras derivadas con respecto a los pardmetros son funciones no

lineales de éstos.
Si se tiene el modelo:

=gXeB) + &

El estimador de minimos cuadrados no lineales es aquel que minimiza

la suma de cuadrados residuales:

SPB)=Xef =Z[Yt_g(xt'ﬁ)]2 (19.5)

Si & se distribuye normal, entonces el estimador de minimos
cuadrados no lineales coincide con el estimador de maxima

verosimilitud.

Las condiciones de primer y segundo orden, necesarias y suficientes

para la minimizacién, respectivamente, vienen dadas por:

as(B) 9g(x¢.B)

Zp = 2l — g BT = 0 (19.6)
9%s(B) _ 9g(xe.B) 99 (x¢.B) 029 (xe.8)) _

e = 2{p BRI 3Ly — g(x, B e} = 0 (19.7)

donde la matriz en la ecuacion (19.7) debe ser definida positiva.

Ejemplo 19.3. Si se tiene el modelo (19.2), la suma del error

cuadratico es S(p) :Z(yt - B’ )2
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Para minimizar esta suma

%? =23 (v, - B o (-1)

o =22 b -ae faex)

Al igualarlas a 0 y resolverlas simultdneamente se obtiene

Z Yi e = ﬂleZﬁth

D yxe = B> x e

Estas ecuaciones no tienen una solucion explicita. Para

resolverlas se utiliza la expansion de Taylor.

Ademas, &, = y, — B,eP?*t

ag(xt,ﬁ)\
09xuB) _ | 9B, (eﬁzxt) b1 T
op 09X B) | \Bixcel* o
9B

Por lo tanto, se requiere de algun método iterativo para

encontrar B,y B».

El método de estimacién de modelos no lineales utiliza minimos
cuadrados no lineales o linealizacion mediante la expansion de series

de Taylor.

La ecuacion no lineal es linealizada alrededor de algun conjunto inicial
de valores de los coeficientes. Luego se aplica minimos cuadrados
ordinarios a esta ecuacién lineal, generando un nuevo conjunto de
valores de los coeficientes; entonces, se vuelve a aplicar minimos

cuadrados ordinarios para generar nuevos valores de los coeficientes,
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siendo la ecuacion relinealizada alrededor de estos valores. Este
proceso iterativo se repite hasta que se alcanza la convergencia; es
decir, hasta que los valores de los coeficientes no cambian, de
manera considerable, después de cada nueva regresién de minimos

cuadrados ordinarios.

Este enfoque tiene ciertas ventajas, la primera es la eficiencia de
calculo. Si la ecuacion que se va a estimar es aproximada en forma
cercana por una ecuacidn lineal, pueden ser necesarias muy pocas
iteraciones. Una segunda ventaja es que proporciona un lineamiento
claro para hacer pruebas estadisticas que, por lo general, sélo se
aplican a la regresion lineal. Dado que se realiza una regresién lineal
en cada iteracion, pueden usarse pruebas estadisticas estandar (Rr?,
estadistica t, etc.) para evaluar el ajuste de la ecuacién linealizada

final.

Observacion. Se usa el hecho de que cualquier funcién no
lineal puede expresarse como una expansidén de series Taylor.
Se puede escribir, especificamente, la ecuacion (19.3) en una
expansion alrededor de un conjunto de valores iniciales
Bio, -+, Bro Ppara los coeficientes Bi,...,Bk. En este punto no es
importante cdmo se obtuvieron estos valores iniciales; se
supone que representan conjeturas de los valores verdaderos.
La ecuacion expandida es:

of
0

Y= f(XZ,...,Xk,ﬁlo,...,,Bklo)+Z(7J (8 -Bo)+.

1o ([ 0%
”.+§;;(aﬁiaﬂj jo(ﬁi _’Bi'o)(’gi _'Bj,O)"'---*'f
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Aqui, el subindice 0 en las derivadas parciales denota que estas

derivadas son evaluadas en B; = B4, ..., Bx = Bxo-

Una aproximacion lineal a esta funcion no lineal es
proporcionada por los dos primeros términos de la expansidon en
series de Taylor. Al eliminar los términos de segundo orden y

de orden superior y rescribir la ecuacién, se obtiene:

Y_f(xz’---,xk’ﬁxo’--ﬁk,o)"'zk:ﬁo[ ,BJ Zﬁ[ ,Bj (19.8)

Obsérvese que la ecuacion (19.8) tiene la forma de una
ecuacién de regresiéon lineal. En el lado izquierdo hay una
variable dependiente construida y la parte derecha consiste
(ademas del término del error aditivo) en un conjunto de
coeficientes desconocidos (Bi,...,Bk) que multiplican al conjunto
de variables independientes construidas. De este modo, los
coeficientes pueden estimarse ejecutando una regresién de

minimos cuadrados ordinarios.

Los valores de los coeficientes estimados para Bi,...,Bx

cuales se denominan fi,1,...,Bk1 S€ usan como un conjunto
nuevo de estimaciones iniciales, siendo la ecuacién no lineal
relinealizada alrededor de estos valores. El resultado es una

ecuacion de regresion lineal nueva:

—f(XZ,...,xk,,Bl,oa---:Bk,O)-'-i’g'l( ,3] Zﬁ( /3}

A esta ecuacidon, se le aplica minimos cuadrados ordinarios
obteniéndose un nuevo conjunto de estimaciones de los

coeficientes B1,1,...,Bk,1-
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El proceso de relinealizacion se repite hasta que ocurre la

convergencia; es decir, hasta que:

|Bi,j+1—3i,j

- |<5 i=12,...k (19.9)
1)

donde & es un numero pequeno cuya eleccion depende en parte

del costo de calculo.

No obstante, no existe garantia de que este proceso iterativo
sea convergente a la estimacion de maxima verosimilitud de los
coeficientes. Pero puede, por ejemplo, converger en un minimo
local -en oposicion a uno global- de la funcién de suma de
cuadrados de los errores. Una forma de ver si ha ocurrido esto
es repetir la estimacién, comenzando con un conjunto diferente

de conjeturas iniciales para los coeficientes.

El hecho de que el proceso iterativo puede no converger en
absoluto es muy importante. Las estimaciones subsecuentes de
los coeficientes pueden diferir, y el lado izquierdo de la ecuacion
(19.9) puede hacerse mas grande con cada nueva iteracion; es
decir, el proceso puede divergir. Si ocurre divergencia, se
puede comenzar el proceso otra vez, usando un conjunto nuevo
de conjeturas iniciales para los coeficientes. Si el proceso aun
no converge, puede ser necesario intentar un método de

estimacion diferente.

Un método alternativo implica una variacion en el método de
linealizacion iterativo. En lugar de usar las estimaciones
sucesivas resultantes de cada linealizacidon, las estimaciones

son calculadas a partir de:
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Bijs+1=PBij + a(Bij+1 — Bij)

Donde, de acuerdo a Marquardt, £, es la estimacion de

minimos cuadrados de la (j+1)ésima iteracién y a es un factor
de amortiguamiento (0O<a<1). El factor de amortiguamiento a
puede elegirse para evitar rebasar los limites del minimo de la
funcion de la suma de cuadrado de los errores. El factor de
amortiguamiento también puede usarse para cambiar el paso

B.;.-B,; de modo que sus valores se encuentren en algun lugar

intermedio indicado por el método de linealizacién y por el
método de descenso de pendiente maxima. Esta es la base para

el método de Marquardt.

Hay otros métodos de estimaciéon no lineal que estan disponibles vy
pueden proporcionar estimaciones convergentes cuando fallan los
métodos antes descritos; sin embargo, no hay un método mejor que
otro, dado que mientras uno puede converger con mas facilidad otro
puede implicar menos costo de calculo. A menudo se usan métodos
alternativos como una forma de comprobar que se ha alcanzado el

minimo global de la funcion de la suma de cuadrados de los errores.
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19.4. Evaluacion de ecuaciones de regresion
no lineal

Las pruebas estadisticas usadas para evaluar el ajuste de una
ecuacion de regresién lineal no son aplicables en forma directa a una
regresion no lineal. Por ejemplo, el estadistico F no puede usarse
para la prueba de significacidon conjunta en el ajuste general de una
regresion no lineal, ni pueden usarse los estadisticos ¢t de la manera

usual.

Una razon para esto es que se obtiene una estimacion sesgada de a2.
AuUn si £ esta distribuido en forma normal con media 0, los residuos

que vienen dados por:
& =Y, = F(Xy,eeen. ’thnév---uék) (19.10)

no estaran distribuidos en forma normal (ni tendran media 0). Por
tanto, la suma de residuos cuadrados no seguira una distribucion chi
cuadrado, los coeficientes estimados no estaran distribuidos en forma

normal y las pruebas t y F estdndares no podran aplicarse.

Sin embargo, las pruebas t y F se pueden realizar en la regresion
lineal que se aplica a la linealizacién final del proceso iterativo
aplicado sobre la expansion de Taylor. Esta linealizacion
proporcionara una aproximacion razonable a la ecuacion no lineal y
ajustara los datos. Si no ajusta los datos, habra duda en el ajuste de

la ecuacion no lineal en su conjunto.

El software Eviews, que realiza estimacién no lineal por medio del

enfoque de linealizacion, calcula estadisticos t y errores estdndares
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asociados para la ultima linealizacion, donde estos errores estandares

son estimados en forma consistente.

A diferencia de las pruebas t y F, R? puede aplicarse a una regresion

no lineal con su interpretacion habitual.

19.5. Test de Hipotesis para restricciones
lineales

Para contrastar hipotesis de un conjunto de q restricciones lineales o

no lineales, se plantea

Hy: qukﬁkxl =Tgx1

Ejemplo 19.4. Para el modelo genérico y, =g, B) + &, se
plantea el siguiente par de restricciones no lineales en los

parametros:

H _{ﬁ1+zﬂg_ﬂ3:0
0~ 2 _
Bi—-B2=1

En este caso se tiene

CBit2B B 10
Rﬁ_l g — g, lyr‘[l]




838

Se estudiaran cuatro métodos mediante los que se puede contrastar
el tipo de hipdtesis del ejemplo anterior: test de Wald, test de razdn
de verosimilitud, test de multiplicador de Lagrange y un test F
aproximado. Estos test se aplican igual que en regresion lineal, pero

en el caso no lineal son equivalentes sélo asintoticamente.

Test de Wald

El estadistico del Test de Wald, para contrastar restricciones no

lineales, se define como

w = (RB — r)[Var(RB — )] (RB — 1) =

= (RB - 1) [CVCT (RB — 1) 5 12 (19.11)
Donde:

V =Var (B), estimador de minimos cuadrados no lineales de la
varianza asintética de B
ORB

( =a—ﬁ,) , €s una matriz de rango completo y g, el nimero de
qxk

restricciones, tiene que ser estrictamente menor que k. Esto es
analogo al modelo lineal general, en el que C seria la matriz de
coeficientes de las restricciones. Con los datos del ejemplo 19.4,

c _(1 682 -1 0 .. 0)

k= \2p, -1 0 0 ..0
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Sea B el estimador de minimos cuadrados no lineales no restringido y
sea By el estimador obtenido cuando se imponen las restricciones.
Todos los contrastes estadisticos que se van a considerar en esta
seccion son iguales asintéticamente y la eleccion de uno o de otro

dependera del costo de los calculos.

Es oportuno aclarar que este test de Wald presenta similitudes con el

utilizado para restricciones lineales pero no es el mismo test.

Test de Razon de Verosimilitud

Bajo normalidad de los errores, el logaritmo de la funcion de

verosimilitud del modelo no restringido viene dado por:

!

T T EE
InL = —Eln(ZNJZ) + Z ]y, 0) — 552

0—2
t=1

6st
0yt

— ah(yt:e)

Donde J(y;,0) = 3ye

es el jacobiano de la transformacién.

Sea L* el logaritmo de la funcién de verosimilitud evaluada en los

estimadores restringidos. Entonces se tiene que:
d
—2(InL* —1InL) - x¢ (19.12)

Si el término del jacobiano no estd presente en la funcién logaritmo
de verosimilitud, entonces la funcion InL evaluada en los estimadores

de maxima verosimilitud no restringidos se reduce a:
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InL = —§<1 + In(27) + In <?>> = —g(l +In(2m) + In(65))

En tanto, InL* = —%(1 +In(27) + In (%)) = -~ (1 +1In(2m) + In(63))

Con esto, el estadistico de razén de verosimilitud se reduce a

T(n(82) — In(62x)) = T In (%) 5 (19.13)

Este mismo resultado se puede aplicar al modelo de regresion lineal

clasico.

Test de Multiplicador de Lagrange
Sea g =y, — g(xt'ER)

' 29(x¢,Br) 99(xc,Br)
Entonces, XX, =37_, (a; R aé, R

Donde, X es la matriz de regresores del modelo no lineal, y X, es la

misma matriz calculada en las estimaciones restringidas.

Entonces el estadistico del multiplicador de Lagrange para el modelo

de regresion no lineal es,

5 (19.14)

Este estadistico solo necesita de los estimadores restringidos, lo que

hace mas sencillo su coémputo.
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Test F (aproximado)

El andlogo no lineal del estadistico F basado en el ajuste de la

regresion, es decir la suma de los errores al cuadrado, es

_ [s(Br)-s®]/q
Fq,T—k —W (19.15)

Donde/ S(B) = Z[yt - g(xtl B)]z

La distribucion de este estadistico es aproximada, ya que como
establece Greene (W. Daniel) “... en el contexto no lineal, ni el
denominador ni el numerador siguen exactamente la distribucién chi
- cuadrado necesaria, por lo que la distribucién de F es sodlo
aproximada. Noétese que este estadistico requiere que se estimen,

tanto el modelo restringido como el no restringido”. (pp. 423)

Ejemplo 19.5 Extraido de Greene (W.H. Greene)
Considere el modelo de consumo:
C: = a+ BY '+ ¢ £,~N(0,0?) t=12,...T

Donde C representa consumo e Y ingreso agregado. Bajo la
hipétesis nula Hy:y =1, el modelo es lineal en los parametros.
Por lo tanto, puede ser estimado mediante minimos cuadrados

ordinarios.

Con cifras anuales de la economia americana para el periodo
1950-1985 se estiman funciones de consumo agregado que

arrojan los resultados de la Tabla.
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Parametro Modelq L‘.”ea' Error Estandar Modelo Nq L‘.”ea' E|:ror
(Restringido) (No Restringido) Estandar
a 11.15 9.64 184.97 39.13
B 0.89 0.0058 0.252 0.081
y 1.00 1.1535 0.039
&'e 12068 8421.95
R? 0.9956 0.99899

Considerando el nimero de 36 observaciones, T=36; contrastar
la hipdtesis H,:y =1 frente a la alternativa Hy:y # 1, haciendo

uso de los cuatro tests vistos anteriormente.

Siy =1, se esta en presencia de un modelo lineal.

1. Test de Razon de Verosimilitud

Dado que en este caso la funcidon de verosimilitud no involucra el
término del jacobiano, el test de razén de verosimilitud toma la
forma en la ecuacién (19.13):
6%\ d
T(In(6%) —In(G3g)) =T In (67:;) - x2

12068

_ _ 842195
36

335,22, 62, =

= 233,94

En este caso T=36, q=1, 6% = =
Reemplazando en el estadistico
36 [Ln(335.22)-Ln(233.94)]

se tiene que el test de multiplicador de Lagrange toma el valor

de 12.95. Este supera al valor critico x§ s, = 3,84.

Por lo tanto, se rechaza Hyy=1 y se concluye que la

especificacién lineal no es correcta.
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2. Test de Wald

La expresion del Test de Wald es

w = (RB — r)[Var(RB — )] (RB — 1)
= (RB - r) [CVC'1™* (RB — 7)

Donde:

RE-r=9-1=1.1535-1

C_aRB_a)?_
g oy
V =0.039

Realizando los reemplazos

(1,1535 — 1)?

_ _ -1 — =
W = (1.1535— 1) [10.039 1]~ (1.1535 — 1) 0,03932

= 15,29

Nuevamente, el estadistico calculado supera el valor critico. Por

lo tanto, se rechaza Hy:y = 1.

3. Multiplicador de Lagrange
En este caso

X, =(1 ¥/ gr/Invy)
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¢Porqué? Dado que h(x; B) = a + BY/, se tiene que % =1, Z—E =Y/

y %=3Yiy In(Y;). Este ultimo resultado se obtiene haciendo uso

Y
de %’: v In(Y;)
Y [1 v/ pY} ln(Yl)] I[ ]I

5 1Y) BY)In(Yy)| gzlcz—a— YZV]

Por lo tanto, X =
xrl (1 v} pY)In(vp)

Para computar el test de multiplicador de Lagrange, se evalian

X Y € gn los estimadores restringidos. Esto es, en aquellos

obtenidos con el modelo lineal:

@=184.97, B = 0.252 (dadoy = 1).

Haciendo los calculos se obtiene:

3547.3

=—————=10.586
12068/36

Donde:

[P ON P ON PURN e SO
&'X(X*X") X& =35473

g'e" 12068
T ~— 36

= 335.22

Notese que &8 es la suma de cuadrados estimados bajo el

modelo restringido, esto es, el modelo lineal.

4. Test F

(12068 — 8421.95)/1
- = 14.286
8421.95/(36 — 3)
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El valor critico Fy¢s.133 = 4.18 por lo que, al igual que en los tres

casos anteriores, se rechaza la hipotesis nula.

19.6. Pronodstico con regresion no lineal

Una vez que se ha estimado una ecuacion de regresion no lineal,
puede usarse para obtener prondsticos. Un prondstico estara dado

por:
Ve = F(Xorsmreos Xras BB (19.16)

En el capitulo 15 se observd que, para una regresion lineal, un
pronostico como el expresado en 19.16 es insesgado y tiene el error
cuadratico medio minimo. Sin embargo, no puede hacerse esta
afirmacion para un pronodstico generado a partir de una regresion no
lineal. La razén para esto es que los errores de prondstico no estaran
distribuidos en forma normal con media 0, como lo fue para una
ecuacion lineal. En el caso no lineal no se puede afirmar que el error
de prondstico es menor que el error generado por un conjunto

diferente de estimaciones de los coeficientes.

Ademas, las féormulas para el error estandar de prondstico (es decir,
la desviacion estandar del error de prondstico) y los correspondientes
intervalos de confianza que se derivaron en el capitulo 15 para el
caso lineal no se aplican a la ecuacidon (19.16). De hecho no hay
ninguna férmula analitica que pueda usarse para calcular en forma
directa intervalos de confianza de prondstico para la ecuacidon no

lineal general.
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Se puede realizar un prondstico Monte Carlo, usando errores
distribuidos en forma normal para los coeficientes y el término del
error aditivo, pero con los resultados de la regresion lineal de la
ultima iteracion con el fin de proporcionar estimaciones para los

errores estandares.

Ejemplo 19.6. Considérese la siguiente ecuacidon de regresion

no lineal:
Y, = By + BX{ +¢

Después de que se ha estimado la ecuacién y se ha calculado un

prondstico YT+1, se calcula el error estandar de pronodstico como

sigue:

1. Se rescribe la ecuacién como:
Y, = (B, +1,) + (B +n) X" + €,

& son variables aleatorias

donde se establece que o, b, Ty
distribuidas en forma normal con media 0 y desviaciones
estandar iguales a los errores estandares calculados a partir de
la regresion lineal correspondiente a la udltima iteracidon del

proceso de estimacion.
2. Se generan numeros aleatorios (de las distribuciones

normales apropiadas) para o, ., 'y €ra para usarlos para el

A

pronostico Vi,

3. Se calcula este prondstico.

4. Se repite el paso 2 unas 100 o 200 veces.
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5. Se usa la desviacion estandar muestral de la distribucion

resultante de valores para Yra como el error estandar del
prondstico. Entonces, este error estdandar aproximado del

pronostico puede usarse para calcular intervalos de confianza.

No hay garantia de que este método proporcione una
aproximacion cercana al error estdandar de prondstico
verdadero; sin embargo, al menos proporciona alguna medida

de la confianza del prondstico.

Ejemplo 19.7. Funcion de Consumo

En este ejemplo se estima una funcién de consumo que es no
lineal en los coeficientes. El objetivo es relacionar el consumo
real agregado (ddlar constante) € con el ingreso disponible real
agregado YD en Estados Unidos, usando datos de series de
tiempo trimestrales. También se quiere probar la hipdtesis de
que la propension marginal a consumir (MPC, marginal

propensity to consume), definida como:

mpc =3¢
dYD

declina conforme se incrementa el ingreso disponible. Esta
hipotesis es facil de apoyar con el uso de datos de corte
transversal (ejecutando la regresidon del consumo contra el
ingreso para grupos con niveles diferentes de ingreso), pero no

usando datos de series de tiempo.
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De manera tipica, se estima la funcion de consumo lineal en los

parametros:
C=a,+aYD+a,YD*+¢

Se espera que o4 sea positiva. Si se estima la ecuaciéon usando
datos de corte transversal, por lo general, resultara un valor
significativo y negativo de «,; mientras que si se usan los datos

de serie de tiempo, la estimacidon de «, puede ser positiva.
Como alternativa, se estima la funcion de consumo no lineal:
C=a,+a YD +¢

Los datos de series de tiempo trimestrales que se estan usando
abarcan el periodo 1947-1 a 1995-3, la estimacién se realiza
mediante el proceso de linealizacidn iterativa. Se usa el valor 1.0
como unha conjetura inicial para los tres coeficientes (se espera
que o Y o, estén cerca de este valor, pero no hay expectativa

respecto al valor de «).
La convergencia ocurre después de 22 iteraciones. La ecuacidn

no lineal estimada es:

C = 25633+ 0195yD

Los errores estandares para 4,, a, y @, son 16.71, 0.0211 y

0.0126, respectivamente. Como resultado, cada una de las
estimaciones de coeficiente es altamente significativa en el nivel
del 5%. Ademas, R? es igual a 0.999.

Por comparacion, también se estimo la siguiente regresion lineal

(los errores estandares estan entre paréntesis):

C = - 14925+ 0918YD

(7031) (00030)

R* = 0998 s= 3923
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Notese que la MPC para la ecuacion lineal es una constante,

0.918; sin embargo, la MPC es para la ecuacion no lineal

mpc =-9C - a,a,YD"™

dyD
El valor medio de YD es 2165 y en este valor MPC es 0.917.
Obsérvese que MPC declina conforme se incrementa YD; para
YD igual a 600, MPC es 0.805.

CASOS DE ESTUDIO, PREGUNTAS Y
PROBLEMAS

Problema 19.1:

Trabajar con la tabla 19.1 y estimar Y = g, exp® + u
En Eviews, en primer lugar, se debe generar la serie e:exr(l)

Luego, desde Quick_estimate equation ingresar la ecuacién

Y =cfl)* er(c(2)* X)
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Table 19.1. Management Fee Schedule of a Mutual Fund

Y X
Fee (%) Netasset value ($, billions)

0,52 0,5
0,508 5

0,484 10
0,46 15
0,44 20
0,424 25
0,412 30
0,402 35
0,394 40
0,388 45
0,383 55
0,374 60

Fuente: Gujarati (C. Perez Lopez)

En Method seleccionar LS least square (NLS and ARMA) [NSL significa

no lineal].

El resultado de la estimacion es:

? — 0,5%-0,006X

Los valores de t y F sdélo son validos para muestras grandes, son

resultados asintoticos.

El cambio marginal en Y cuando cambia X es

X
3—; = % = BB, exp™ = 0,508€(— 0,005963exp—0,005965(

la tasa de cambio depende del valor particular de X

X = valor de activos en millones de ddlares
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Y = comision en %

Es necesario analizar todos los supuestos del MCO cuya solucion no

se expone en Gujarati.

Problema 19.2:

La tabla 19.2 que contiene datos de poblacion de los Estados Unidos
(en millones de personas) entre 1970 y 1999.

Considerar los modelos de crecimiento
Yt :ﬁl+ﬁ2t+tut
InYt 2181+182t+1ut

By

Y =— " 4+ Crecimiento logistico
"1+ Be™™ H J

Y, =Be ™ +u Crecimiento Gompetz
t 1 t

La variable USpop es la poblacién en EE.UU y time es una variable

que indica tiempo
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Table 19.2
USPOP TIME
205.052 1
207.661 2
209.896 3
211.909 4
213.854 5
215.973 6
218.035 7
220.239 8
222.585 9
225.055 10
227.726 11
229.966 12
232.188 13
234.307 14
236.348 15
238.466 16
240.651 17
242.804 18
245.021 19
247.342 20
249.948 21
252.639 22
255.374 23
258.083 24
260.599 25
263.044 26
265.463 27
268.008 28
270.561 29
273.131 30

Fuente: Gujarati (C. Perez Lopez)

Para el modelo (a.)
En Quick_Estimate equation ingresar la ecuacion
USpop =c(1)+c(2)* time

El resultado de la estimacion es
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USpop = 2059727 + 232848%ime

Esta estimacion es lineal por lo que corresponde que se cumplan

todos los supuestos.

Para el modelo (b.)
En Quick_Estimate equation ingresar la ecuacion
@ log(USpop) = c(1) + ¢(2)* time

En Eviews hay dos caminos para transformar una variable:
1. generar una nueva variable a partir del comando GENR;

2. introducir la funcién de transformacién en la estimacion. En
este caso “@log” equivale a generar la serie logaritmo natural

de USpop.

La estimacion responde al modelo

Y =e BBt

InY = (8, +B,t+u)ine

Siendo el resultado:

122248+ 0009&ime

USpop=e
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Para el modelo (c.)
Desde Quick_Estimate equation ingresar la ecuacién
Uspop =c(1)/(1+c(2)* (@exd -o3)* time)))

Observar que el modelo tiene 2 variables y 3 incdgnitas; el resultado

de la estimacion es

_ 2387664
USpop = 1- 2172241 [¢877ime

Para el modelo (d.)
Desde Quick_Estimate equation ingresar la ecuacién
Uspop = c{1)* (@ exd(- 2)(@ exi{ - o3)* time))))

Se observa que aqui el coeficiente no es unico.

Problema 19.3

La tabla 19.3 tiene informacidon para la economia mexicana entre los
afios 1955y 1974.

Se pide especificar y estimar, para comparar, los modelos

a. Y, = BXEX5e"
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b Y = BXEXS +u

Donde, el primero se puede linealizar mientras que el segundo no.

Tabla 19.3
YEAR GDP LABOR CAPITAL
1955 114043 8310 182113
1956 120410 8529 193749
1957 129187 8738 205192
1958 134705 8952 215130
1959 139960 9171 225021
1960 150511 9569 237026
1961 157897 9527 248897
1962 165286 9662 260661
1963 178491 10334 275466
1964 199457 10981 295378
1965 212323 11746 315715
1966 226977 11521 337642
1967 241194 11540 363599
1968 260881 12066 391847
1969 277498 12297 422382
1970 296530 12955 455049
1971 306712 13338 484677
1972 329030 13738 520553
1973 354057 15924 561531
1974 374977 14154 609825

Fuente: Gujarati

Modelo (a.). El primer modelo se linealiza:

InY =Ing +5,InX,+B;InX;+y Ine

En Eviews se trabaja desde Quick Estimate equation de la manera

habitual, teniendo en cuenta que

In=@Iog( )

X, = capital
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X, = labor
In B, =-165
ghh = o165 :/81

El resultado de la estimacion es:

gdp - e-l.65 Caplta| 08459 LabOr 03397

Modelo (b.). Nuevamente se trabaja en Eviews desde Quick_Estimate

equation, pero ahora ingresando la ecuacién
GDP = c(1)* (Capital” ¢(2))* (Labor”c(3))
El resultado de la estimacion es

GDP = 0,529 Capital %8 Labor 8

EJERCICIOS

1 Expanda la funcién de consumo
C=a, +a,YD™

en una expansion de serie de Taylor alrededor de alguna conjetura

inicial para a,,a, y a,. Establezca la ecuacion de regresion lineal.

Expligue como seria relinealizada la ecuacion alrededor de las



857

estimaciones minimo cuadraticas ordinarias a partir de la primera

regresion.

2. Escriba la funcion de suma de cuadrados de los errores S para la

funcién de consumo no lineal
C=a,+a,YD*

Tome las derivadas de S con respecto a a,, a, y a, para obtener las

ecuaciones normales. Describa cOmo podrian resolverse estas

ecuaciones normales para producir estimaciones de a,, a, y a,.
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