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Capitulo 18. MINIMOS CUADRADOS
GENERALIZADOS

En este capitulo, el tema desarrollado se articula con el anterior al
comprobar el cumplimiento de los supuestos del modelo lineal general sobre

el término de perturbacion.

Luego de especificar y estimar el modelo de regresion, se contrastan los
supuestos sobre la parte sistematica -analizados en el capitulo anterior- y
sobre los residuos del modelo; particularmente, las hipdtesis de

homocedasticidad y no autocorrelacion.

La violacién de alguno o ambos supuestos da lugar a utilizar modelos en los
que se flexibiliza la restriccidon sobre la matriz de varianzas y covarianzas de

las perturbaciones.




778

18.1. El analisis grafico de los residuos

El andlisis grafico de los residuos va a presentar una primera

informacion sobre estas hipotesis:

» El de los valores de e, contra los valores de t, si se detecta

una tendencia creciente o decreciente en el gréafico, puede

existir autocorrelacion.

Ejemplo 18.1. En la Figura se observan los residuos
heterocedasticos y autocorrelacionados del Caso 17.1, para el
estudio del consumo en la Argentina en funcion del PBI y de la

tasa de interés.
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Figura 18.1 Residuos heterocedasticos y autocorrelacionados
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« El de los valores de e, contra los valores de Y,, si se

comprueba una tendencia de cualquier tipo en el gréafico,
puede existir autocorrelacién, ya que habra correlacion entre

los residuos.

« El de los valores de e? contra los valores de Y,, si se verifica
una tendencia de cualquier tipo en el gréafico, puede existir
heterocedasticidad.

» El de los valores de e, contra los valores de X,, si se detecta

una tendencia creciente o decreciente en el grafico, puede
existir autocorrelacion, ya que los residuos no seran

ortogonales respecto a las variables explicativas.

+ El de los valores de e? contra los valores de X,, si se verifica

una tendencia de cualquier tipo en el gréafico, puede existir
heterocedasticidad o no linealidad (habra relacién entre la

varianza del término del error y las variables explicativas).

18.2. Heterocedasticidad

Si la varianza del término de perturbacion del modelo de regresidon
lineal no es constante para todas las observaciones se dice que es
heterocedastica, o que existe heterocedasticidad en |las

perturbaciones.
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La heterocedasticidad puede surgir en numerosas aplicaciones
econdmicas, siendo mas comun en el anadlisis de datos de corte

transversal.
Entre las causas que originan heterocedasticidad se encuentran:

» Especificacidon errénea del modelo
e Cambio estructural

« Alta dispersion, absoluta y relativa, a medida que crece el

tamano de la muestra

Ejemplo 18.2. En los estudios que analizan el consumo o gasto
familiar, es frecuente encontrar una mayor variabilidad del gasto
realizado por familias de renta alta que por familias de renta
baja. Esto se debe a que un mayor nivel de renta permite mayor
margen para la realizacidon de gastos y, por lo tanto, una mayor
varianza. Lo mismo ocurre en estudios sobre beneficios de las
empresas, cuya varianza puede depender del tamafo de la
empresa, de la diversificacibn de su producto, de las
caracteristicas del sector industrial al que pertenezca, etc. Y, por

lo tanto, puede variar a través de las distintas empresas.

La consecuencia de esto es que la matriz de varianzas y covarianzas
de las perturbaciones no es escalar. Suponiendo que no existe
autocorrelacion en las perturbaciones, la heterocedasticidad implica la

siguiente estructura de la matriz de varianzas y covarianzas:
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Normalmente, en la practica, a priori no se sabe si hay o no
problemas de heterocedasticidad en las perturbaciones; por esto es
gue la estimaciéon se realiza bajo el supuesto de homocedasticidad.
Luego, para confirmar el cumplimiento del supuesto, se realizan los

contrastes.

Se han desarrollado un gran nimero de métodos para contrastar la
hipétesis nula de igualdad de varianzas u homocedasticidad. Esta
variedad se debe a que la especificacion de la hipotesis alternativa de
heterocedasticidad suele no ser conocida, puede ser mas o menos

general y refleja diferentes comportamientos de las perturbaciones.

A continuacidon se explican algunos de los contrastes mas utilizados

en la literatura.

Contraste de Goldfeld y Quandt

En determinados contextos, aunque no se conozca la forma de la

heterocedasticidad, se tienen sospechas de que las varianzas,
o?;i=1...,T mantienen una relacion monotona con los valores de

alguna variable Z.
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Se supone que la hipétesis alternativa es o7 = 02G(Z,,y), donde G(I)

es una funcion mondtona creciente en Z; que puede ser o no uno de

los regresores incluidos en el modelo de regresion.

Ejemplo 18.3. En el andlisis del gasto familiar, es valido

suponer que la varianza del gasto depende del nivel de renta de

cada familia; es decir, que o =0°G(R,), donde G(I) es una

funcidn creciente de la renta familiar y o2 es un factor de escala.

Los pasos que se siguen para realizar el contraste, son:

1)

2)

3)

Ordenar las observaciones de la tabla de datos, siguiendo el

orden creciente de la variable Z;.

Eliminar p observaciones centrales dando lugar a dos bloques

de (T-p)/2 observaciones, T, y T, respectivamente; las

observaciones centrales que se eliminan permiten mayor
independencia entre los dos grupos. ElI numero de
observaciones en cada grupo ha de ser mayor que el nimero
de pardmetros a estimar. Pulido (1989) indica que si se tienen
30 observaciones en la muestra deben eliminarse 8
observaciones; a partir de un tamafo de muestra de 60 es

suficiente eliminar 16 observaciones.

Estimar el modelo de regresion en forma separada para cada
grupo de observaciones. En el primer grupo se concentran las
observaciones con menor valor nominal de Z; mientras que, en

el segundo grupo, se encuentran las de mayor valor nominal.



4)

5)
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Con la estimacién del modelo en cada grupo se obtienen los

errores de estimacién de cada grupo.

Construir el estadistico de contraste. Bajo la hipotesis nula de

homocedasticidad

HO:0'12:0'22:...:0'T2

y suponiendo que la perturbacion se distribuye como una
normal de media cero y no estd serialmente correlacionada, el

estadistico GQ sigue una distribucién F de Snedecor:

éz ez/Tz -k

o e /T -k ~ F(Tl—k, Tz—k)

GQ =

donde, e, e, es la suma de cuadrados de residuos de la
regresion de Y sobre X en el segundo grupo de observaciones, y
e; e; es la suma de cuadrados de residuos de la regresion Y

sobre X utilizando el primer grupo de observaciones.

Mientras que, bajo la hipdtesis nula, las varianzas deben ser
iguales, bajo la hipétesis alternativa, creceran de un grupo a
otro. Cuanto mas difieran estas sumas de cuadrados, mayor
sera el valor del estadistico, y por lo tanto, mayor evidencia

habra en contra de la hipotesis nula.
Se rechaza la Hop, a un nivel de significacion a, si:

GQ > Fy(T -k, T,-k)
Este contraste se puede utilizar, en principio, para detectar
heterocedasticidad de forma general, aunque esta “pensado”
para alternativas especificas donde se supone un crecimiento

de las varianzas en funcion de una determinada variable.
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Si en realidad el problema no es ese, sino que existe otra forma
de heterocedasticidad, el estadistico puede no captarla y no ser

significativo.

Contraste de Breusch y Pagan

Breusch y Pagan derivan un contraste de heterocedasticidad donde la

hipdtesis alternativa es bastante general

Hy: o = o? G(ao + a'Zi)

Z; es un vector de variables exdgenas que pueden ser las explicativas

del modelo y la funcién G([) no se especifica.

La hipotesis nula del contraste es la de homocedasticidad que, dada

la alternativa, implica contrastar:

Ho: a= 0

Una forma operativa de realizar el contraste, es la siguiente:

1) Estimar el modelo Y;=p1+B2X5i+B3X3;+ -+ B X(i+€ para

obtener los errores

2) Utilizando los residuos e=Y -XB,co S€ construye la siguiente

serie

el

ee

=

3) Especificar y estimar el modelo
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n=a, + a Z, +w i=1 -, T

De aqui se obtiene la suma de cuadrados explicada (SCE).

4) Se utiliza como estadistico de contraste SCE/2, que bajo

hipotesis nula de homocedasticidad se distribuye
asintéticamente x?(S), donde S son los grados de libertad

igual al nUmero de variables en Z;. Se rechaza la hipdtesis nula

a un nivel de significacion (a), si el valor muestral del

estadistico excede el cuantil x2(s).

Contraste de White

Con este método se contrasta la hipotesis nula de homocedasticidad

frente a una alternativa general de heterocedasticidad.

White, derivd este contraste comparando dos estimadores de la

varianza de los estimadores MCO:

1. V(B) =82(x'x)1
2. VWHITE(E) = X'X)1X'sX)X'x)?!

Donde, S es una matriz diagonal cuyos elementos son los residuos

minimo-cuadraticos ordinarios al cuadrado

S =diag(e?,e3, ..., e3)

El estimador Vyure(B) es consistente siempre que la matriz Q sea

diagonal; es decir, en aquellas situaciones en las que el modelo tenga

perturbaciones heterocedasticas pero no autocorrelacionadas.
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Bajo la hipotesis nula de homocedasticidad, ambos estimadores, 1 vy

2, son consistentes; mientras que, bajo la alternativa de

heterocedasticidad, el estimador \7(@) no lo es.

La forma operativa de realizar el contraste consiste en:
1) Estimar el modelo bajo estudio

Yo =B+ B X +BX g+ B X g

para obtener los errores, e.

2) White supone que el cuadrado de los errores estimados se

comportan de la siguiente manera

K K K- K
e’ :ao+Zkaki +Z(kafi+ nglxkixli ;o 0i=1,23--T
p=} =}

k=1 I=k+1

Esto significa que se especifica un modelo donde el cuadrado de
los errores se explica por las variables independientes del

modelo, el cuadrado de ellas y su producto cruzado:

ei2 :0“O+B2X2i+B3X3i+"'+kaki+(P2X§i+q)3x?2>i+'"+q)kx§i+
023K 2 Kgi + 050X 5 X i -+ X X + 1 0i=123-T
con la estimacion de este modelo se obtiene el R2.

Ejemplo 18.4. De este modo, para contrastar un modelo con
tres variables explicativas, a través de este test, se realiza la

regresion

ei2 = 0“O+B2X2i+Bsx3i+B4X4i+(P2X§i+q)3x?2>i+(p4xii+
053K 5 Xgi F0 54X 5 X 4 +05,X 5 Xy 11 0i=123-T
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3) Se construye el estadistico

A=TR?

donde R? es el coeficiente de determinacién que se calcula a

partir de la estimacion realizada en el punto 2.

Contrastar la hipétesis nula de homocedasticidad, es
equivalente a contrastar que todos los coeficientes de la
regresion de los errores, exceptuando el intercepto, son

conjuntamente cero, es decir:

Ho: B0y = 0 Oj,s
Se puede demostrar que bajo la hipdtesis nula
a
A~ x%(p)
donde p es el numero de regresores en el modelo especificado

en 2 sin incluir el término constante. Se rechaza la hipdtesis

nula si el valor muestral del estadistico excede el valor critico

de las tablas x?, elegido un nivel de significacion.

Este contraste tiene la ventaja de ser muy flexible por no tener que
especificar la hipotesis alternativa; pero si se rechaza la hipdtesis
nula de homocedasticidad no indica cual puede ser la direccion a

seqguir.

El contraste de White puede recoger otro tipo de problemas de mala
especificacion de la parte sistematica: omision de variables

relevantes, mala forma funcional, etc. Esto es correcto si se identifica
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cual es el problema; en caso contrario, la solucién que se tome puede

estar equivocada.

18.3. Autocorrelacion

En el modelo de regresion, el término de perturbacién engloba todos
aquellos factores determinantes de la variable endégena que no estan
recogidos en la parte sistematica del modelo. Estos factores pueden
ser innovaciones, errores de medida de la variable enddgena, variable

omitida, etc.

Si estos factores estan correlacionados en el tiempo o en el espacio,

entonces no se satisface la hipétesis

E(é‘lé‘J):O, i ¢]

Este fendmeno se conoce con el nombre de autocorrelacion o
correlacion serial, en el caso de datos de series temporales, y de

correlacidon espacial en el caso de datos de corte transversal.

En los modelos que se especifican relaciones en el tiempo entre
variables, la propia inercia de las series econdmicas, donde el
impacto de una perturbacion en un periodo de tiempo puede tener
efectos en subsiguientes periodos, puede generar autocorrelacién en

el término de perturbacion.
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Esta dindmica, aunque no sea relevante en media, refleja un patrén
sistematico de comportamiento que hay que considerar a la hora de

estimar el modelo. La matriz,

P
g, 0y, - Oy
2
E(££'):Q: . 21 . £ .2T
2
_aTl O, - Us_

tiene elementos fuera de la diagonal principal, distintos de cero.

En consecuencia, los coeficientes de regresién habran de ser

estimados por métodos de minimos cuadrados generalizados.

Observacion. Las perturbaciones aleatorias que estan
autocorrelacionadas se pueden modelar utilizando procesos
estocasticos. Los mas utilizados son los autorregresivos y de

medias méviles, denominados ARMA (p,q).

Esta clase de procesos incluye, como casos particulares, los
autorregresivos de orden p [AR (p)] y de medias méviles de
orden q [MA (q)l.

La forma general de un proceso AR (p), es:
&t =PLE 1T P&t T Py Ep T U

Donde 4, se distribuye independientemente en el tiempo con

media cero varianza constante o’
Yy uY Py Py SON

parametros constantes en el tiempo. El proceso autorregresivo



790

mas utilizado, dentro del marco del analisis de regresién, es el

proceso de orden uno, [AR (1)]:

& =P &1t M

Donde la perturbacién en un periodo t, depende de la
perturbacién en el periodo anterior t—1 y un término aleatorio o
innovacion 4, que se supone ruido blanco; ser ruido blanco es

. . 2 . .
tener media 0, varianza constante 0, y covarianzas nulas. Si

se sustituye repetidamente se obtiene que:
_ i
&= D, P M
i=0

La perturbacién & es una combinacion lineal de las
innovaciones pasadas g, con ponderaciones 1,p,p%.. que
decaen geométricamente; si el valor del coeficiente p esta
acotado en el intervalo (-1, 1), las innovaciones g, tienen

menor influencia en &, cuanto mas alejadas estan en el tiempo.

Es facil comprobar que el vector de perturbaciones ¢, tiene

media cero y matriz de varianzas y covarianzas:

1 ) ,02 IoT—l
o |P 1 p P’
Eleg |= U 2 1 T3 | = 52 -
(e<) 1= 7 p- P P, 2
_pT—l pT—z pT—S 1 |
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De esta forma, dado el valor de p, la matriz Q queda

totalmente determinada, a excepcion del factor de escala o? .

Para recoger efectos estacionales en la perturbacién con un
proceso autorregresivo de datos trimestrales AR(4), se expresa

de la siguiente manera
&= P &g t M
El proceso de medias méviles general, MA (q), es:
E= M t O phy t -+ G Hhg

Donde se supone que [, es ruido blanco con media cero y

varianzas 0/2, y 6, - 6, son parametros constantes.

El proceso de medias méviles mas sencillo es el MA (1):
& = M * O py

A diferencia de los procesos autorregresivos, en el proceso MA

(1) la perturbacion & es una combinacion lineal de solo dos
innovaciones 4, y K_ por lo que se dice que es un proceso de

memoria corta. En este caso, el vector de perturbaciones tiene

media cero y matriz de varianza y covarianza:

[(1+6%) -0 0 0 ]
-0 (1+6) -8 - 0
E(eg)=0?| o0 -6 (1+6%) - 0 |=dZ

0 0 0 e (1462
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Por ultimo, el modelo mas general es el modelo autorregresivo
de medias moviles, ARMA (p, q), donde la perturbacion ¢,
depende de sus valores pasados y de la innovacion 4, y su

pasado:
E= P EatP Eat o tP, E O [y T+ G

Cuando modelamos la dependencia en el tiempo de &, mediante

un proceso ARMA (p, q), estamos especificando la estructura

de la matriz de varianza y covarianza Q en términos de los

parametros o2, p,...., p,.6,,...,6, .
La eleccién de un proceso ARMA (p, q) concreto, depende en
cada caso, de las caracteristicas de los datos y del estudio que
se esté realizando. Para simplificar la explicacion, a lo largo de
este tema se supone que las perturbaciones siguen un proceso
AR (1).

Contraste de autocorrelacion de Durbin-Watson

En la practica, no se conoce a priori si existe autocorrelacidon ni cual
puede ser el proceso mas adecuado para modelarla. Al igual que
ocurre con con heterocedasticidad, el modelo se especifica y estima

bajo el supuesto de perturbaciones no autocorrelacionadas.

Existen varios contrastes de autocorrelacion que se construyen

utilizando los residuos minimo-cuadraticos ordinarios. Uno de ellos es
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el de Durbin-Watson, que permite detectar la existencia de un

proceso AR(1) en el término de perturbacidn.

La hipdtesis nula es la no existencia de autocorrelacion,

Ho: p=0

El estadistico de contraste es:

donde e, son los residuos minimo-cuadraticos ordinarios.

Si el niumero de observaciones es suficientemente grande, este

estadistico se puede calcular mediante la aproximacion:

DW [ 2 (1-72)

siendo p el coeficiente estimado por MCO en la regresion:

& = p €, T V t=2 -, T

A partir de esta relacién se puede establecer el rango de valores que

puede tomar el estadistico:

1. p=0 DW [ 2
2. -1<p<0 DW[O(42)
3. 0<p<1 DWDO(20)

Durbin y Watson tabularon los valores criticos, el maximo dy Yy
minimo d,, que depende de la matriz de datos X. Estos valores
criticos definen la zona de duda -donde no es posible afirmar o

rechazar la existencia de autocorrelacion-, las zonas de
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autocorrelacion positiva y negativa y la zona de no existencia de
autocorrelacion. La comparacion del estadistico empirico DW con la
escala teodrica de variabilidad 0 a 4, donde se explicitan los valores

criticos, permite concluir si se acepta o rechaza la hipétesis nula.

Zona de Contraste de Zona de Contraste de
Autocorrelacion (+) ! Autocorrelacion (-)
Autocorre- Zona de No hay Zona de Autocorre-
lacion (+) duda Autocorrelacion duda lacion (-)
| | | | | | |
0 d|_ du 2 4_du 4_d|_ 4

Este contraste se puede considerar también, como un contraste de
mala especificacién del modelo. La omisién de variables relevantes,
una forma funcional poco adecuada, cambios estructurales no
incluidos en el modelo, entre otros, pueden originar un estadistico
DW significativo. Esto puede llevar a errores, si se considera que hay
evidencia de autocorrelacion y se modela con un proceso AR (1). Por

otro lado, si & sigue un proceso distinto a un AR (1), puede que la

significatividad del estadistico DW se vea afectada.

Si los errores estan correlacionados positivamente, los valores
sucesivos tenderan a estar uno cerca de otro en el cuadrante I y las
diferencias tenderan a ser numéricamente mas pequenas que los

mismos residuos, como se observa en la Figura 18.2.

Si los errores estan correlacionados negativamente, los valores
sucesivos tenderan a estar unos en el cuadrante I y otros en el
cuadrante IV; de modo que, las primeras diferencias tenderan a ser
numéricamente mayores que los mismos residuos, como se observa

en la Figura 18.3.



795

-, I\ €
AN LA
T IJ T 1
t-1 t
. €t-1 \
Figura 18.2 Autocorrelacion positiva Figura 18.3 Autocorrelacion negativa

En resumen, el estadistico de Durbin-Watson es Util porque indica la
existencia de problemas en el modelo, pero no ayuda a establecer

cual es el modelo alternativo.

18.4. Estimacion por Minimos Cuadrados

Generalizados

En el modelo lineal general, la matriz de varianzas y covarianzas del
vector de perturbaciones £ es un escalar: V(g) =c2l;. Con este
supuesto se indica la Homocedasticidad -varianza es constante para
todas las perturbaciones, E(¢?) =02 Vt=12,....,T- y la No
autocorrelacion -no existe correlacion entre las perturbaciones de

diferentes periodos, E(g, &) =0, Vt # s.
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Este supuesto describe la informacidn sobre las varianzas vy
covarianzas entre las perturbaciones que es proporcionada por las
variables independientes. Es decir, por si mismas, las perturbaciones

no proporcionan dicha informacion.

Ejemplo 18.5. En la Figura se observan los residuos
homocedasticos y no autocorrelacionados luego de reespecificar
el modelo del Caso 17.1, para el estudio del consumo en la

Argentina en funcion del PBI y de la tasa de interés.

RESID02

6,000

4,000 | .

2,000 - ° o e .

-2,000 | °

-4,000 | o o

o

o
1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Figura 18.4. Residuos homocedasticos y no autocorrelacionados

La restriccion de E(eg') = 0%l se puede flexibilizar para recoger
situaciones mas generales, donde las varianzas de las perturbaciones

son distintas y/o las covarianzas no nulas. Si no se imponen
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restricciones a priori, la forma general de la matriz de varianzas y

covarianzas de las perturbaciones es:

- _
0, 0O, = Op
2
Oy O - Oy
E(se ): =Q
2
1911 O72 0 O |

Esto conduce a trabajar dentro del marco mas general del modelo de

regresion lineal con matrices de varianzas y covarianzas no escalares,

E(ss'):ﬂ

que, en la literatura econométrica, se suele denominar modelo de

regresion lineal generalizado.

En primer lugar, se analiza qué consecuencias tiene sobre los
estimadores MCO de los coeficientes de regresion, flexibilizar el

supuesto de perturbaciones esféricas.

Seguidamente, se introduce un método de estimacién alternativo al
MCO que tendra en cuenta la informacidn que recoge la matriz de
covarianzas QEste método se conoce con el nombre de minimos

cuadrados generalizados, MCG.

En el caso particular de que Q =0¢?l;, ambos métodos de estimacion

coinciden.
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Observacion. Sea el modelo de regresion lineal generalizado

siguiente:
y=XB t+¢

Donde E(g) =0, E(eg’) = Q y X, es una matriz no estocastica de

rango k.

Bajo los supuestos del modelo, el estimador MCO de B, es lineal

e insesgado con matriz de varianzas y covarianzas dada por,
V(Buco) = X'X)TIX'QX(X'X)™

Se puede demostrar que si la matriz de covarianzas de las
perturbaciones no es escalar, el estimador habitual de la matriz
de varianza V(Buco) = 02(X'X)"1, es un estimador sesgado de la

misma.

Esto tiene graves consecuencias a la hora de realizar contrastes
de hipotesis sobre el vector de coeficientes B, porque los
estadisticos habituales, no se distribuyen como una F de
Snedecor, ni como una t de Student, de forma que si se
compara el valor del estadistico muestral con el
correspondiente a esas distribuciones, se puede llegar a una

mala eleccidon de la regién critica y a conclusiones errdneas.

Por otro lado, el estimador MCO de B, es 6ptimo si se cumplen
todos los supuestos basicos del modelo de regresion lineal. Al
relajar uno de los supuestos, no se puede aplicar el teorema de
GAUSS-MARKOV y nada nos garantiza que el estimador MCO de
B, del modelo especificado, sea el de menor varianza dentro de

la clase de estimadores lineales e insesgados. Intuitivamente,
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es razonable pensar que podemos obtener un estimador mas
eficiente incorporando la nueva informacién que tenemos en el
modelo a través de la matriz de covarianzas no escalar

E(e€) = Q y que no es tenida en cuenta por el método de MCO.

El método de estimacion de minimos cuadrados generalizados se
basa en el criterio de estimacién minimo cuadratica, pero la funcidn
de distancia a minimizar es distinta a la de este criterio, ya que
incorpora la informacidén adicional, en la matriz de varianzas vy

covarianzas, de las perturbaciones Q.
La funcién objetivo a minimizar viene dada por

Min (¥ - XB)2™ (Y - XP)
B

0 equivalentemente, si se escribe a = ¢2x, donde = es conocida y ¢* es

un factor de escala

Min (Y — XB)'a?27*(Y — XB)
B

A lo largo de este capitulo se trabaja indistintamente con la matriz Q

0 o°%X.

El factor de escala o no es relevante a la hora de minimizar la suma

de cuadrados ponderada con respecto a B. Lo que si es relevante, es

la informacidn incorporada en X.

En el criterio de minimos cuadrados ordinarios, la funcidn objetivo

consta Unicamente de la suma de cuadrados de las desviaciones
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(Y—-XB). En la “nueva” funcidén objetivo aparece, como matriz de
ponderaciones, la inversa deZX; incluyendo, de esta manera, la
informacion existente sobre la dispersion y correlacion de las

desviaciones (Y — XB).

De las condiciones de primer orden del problema de minimizacion,

|

- {(y-xB)o?z ' (Y-XB)} =0

=

o2 a%{(Y —XB)(Z'Y -2 XB)} =0

2_{YElY-BXEZlY-YIXB+PBXEIIXBr=0

—2@'X'z-1y

%)l @

{(—2Xz7'Y +2(XZ7'X)B} = 0
se obtiene el sistema de k ecuaciones normales:
(X'ZX)Bumce = X'T71Y
Cuya solucion, es el estimador de minimos cuadrados generalizados
Buce = XETX)TIX'ETTY

Se puede demostrar que el estimador MCG de B, es lineal, insesgado

y Optimo dentro del marco del modelo de regresion lineal

generalizado.

Este resultado, se conoce con el nombre de Teorema de AITKEN y es
una generalizacién del Teorema de GAUSS-MARKOV.
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La matriz de varianzas y covarianzas del estimador B,,.c, €S
V(Bumcs) = o*(X'Z71X) 1

Un estimador insesgado de la matriz de varianzas y covarianzas viene

dado por
V(Bumce) = BrccXE'X)7?

Donde el estimador insesgado del factor de escala o?, es

a2 (y = XBwmcc)' Z7*(y — XBmcc)
OmMcG = T—k

Si suponemos que la perturbacion ¢ sigue una distribucién normal, se

puede obtener la siguiente distribucion para el estimador MCG:

Bmce ~ N (B, o?(X'Z71X)™)

por lo que podemos contrastar restricciones lineales sobre los

coeficientes del tipo H,:Rp con el estadistico:

_ (RBmce — F)’(R(X' TIX)TR) Y (RBucg — 1) / 9

)
OmMmca

Siguiendo las reglas de decisién habituales.

El estimador B,.. es funcién de X y, por lo tanto, para obtenerlo es

preciso conocer esta matriz de varianza y covarianzas.

Se puede demostrar facilmente que si X =1, el estimador ﬁMCG es

igual al estimador By,co . ¢Por qué?
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18.5. Estimacion bajo Heterocedasticidad

Cuando no se conocen los elementos de Q, no es posible estimar T

varianzas mas k coeficientes de regresion con solo T observaciones.

Una forma de abordar el problema es “"modelar” las varianzas de las
perturbaciones en funcion de un vector (sx1) de variables que son

observables, z; (que pueden ser parte o no del conjunto de

regresores), y de un vector de parametro e, cuya dimension es

estimable y no crece con el tamafho muestral:

de forma que Q=Q(0)

Una vez obtenido un estimador 8, se puede definir un estimador
0=0@®) y estimar el vector de coeficientes p por el método de

minimos cuadrados generalizados factibles.

Bajo ciertas condiciones de regularidad, se sabe que si el estimador

& es consistente, el estimador B,.cc tiene buenas propiedades

asintoticas.

Por lo tanto, una primera etapa para obtener el estimador MCGF de p

se basa en obtener un estimador consistente de o.

Una forma de conseguirlo, es considerar la siguiente aproximacién del

residuo minimo-cuadratico con la perturbacién:
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ei = Y; — X{Bumco
Restando y sumando x;B
e; = Y; — x{B +x{B — X{Buco
Teniendo en cuenta que
Yi—xiB=¢g
ej=¢ + xi'(B - EMCO) = &; + sesgo de estimacion
Dado que

Ee2)= o2 = G(z,,9),

Se tiene que,

e’ = G(z,,0) + sesgaleestimacion

Si G(Z,,8) es lineal en e, por ejemplo &z, se puede considerar la

siguiente regresion para estimar los parametros o:

82 = e'ZI + VI |: :L ttty T

En esta regresion, el término de perturbacion es una combinacion de

los errores acumulados en las aproximaciones.

Se puede demostrar que, bajo ciertas condiciones, el estimador de o

asi derivado, es consistente.

Una vez obtenido un estimador consistente de o, se sustituye en la

funcién suma de cuadrados ponderada y se minimiza con respecto a
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p, obteniéndose un estimador minimo cuadrado generalizado factible

(MCGF).

Minimos cuadrados generalizados ponderados

Existen casos en los que es posible conocer la estructura de la matriz

de varianzas y covarianzas Q.

Ejemplo 18.6. En los casos de agregacién de datos de corte
transversal o temporal. Si se considera como observaciones en el
modelo de regresidon las medias de datos agrupados, la varianza
de la perturbacién en el modelo de regresion dependera

inversamente del numero de observaciones en cada grupo T;

esto es aiz = az(Ti )_1. Si en lugar de las medias se considera

simplemente la suma de las observaciones en cada grupo, la

varianza de la perturbacién es proporcional al numero de

2 2

observaciones en cada grupo ¢ = o T;.

El vector de coeficientes B se puede estimar por MCG resolviendo el
problema de minimizacion que, para el problema de

heterocedasticidad, toma la forma:
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vin (Y - x8) @7 (v - xB) = ¥ Y—;
B
En la suma de cuadrados, se ponderan mas las desviaciones
(Yi - X;B) con menor varianza que las de mayor varianza, por ello,
también se conoce este método como de minimos cuadrados

ponderados.
En el caso de heterocedasticidad, la matriz o™ es diagonal
Ql= diag(al_z, 02_2, ch_z)

entonces el estimador MCG se puede obtener también estimando por

MCO el modelo transformado

Y_izﬁ ,Bzx— .+ﬁk&+u_i i=1 2, -, T
o, o o o o,
=B X+ B, X5 +-+B Xg+u i=1 2 .. T
Donde
;) = o
e E() o? .
Elu | = ' = L =1 0O
(') Uiz Uiz

De esta forma se satisfacen todas las condiciones para que el
estimador MCO del vector B en el modelo sea un estimador ELIO.

Ahora bien, este estimador no es mas que el estimador MCG:
Buce = (XX v )= (X @ix]T xaty =[x = x) T (x £ty

Buce = XVXH)TIXMYY) = X'QT'X) ' X'Q7Y) = XETIX) TN (XETTY)



806

El problema que se presenta ahora es coOmo obtener la matriz . Para
ello es necesario premultiplicar por una matriz P, de dimensiones

TXT, en el modelo Y=XB+¢

PY =PXp +P¢ (1)
Y* =PY

Se define X* =PX
e =P¢

La transformacion es, en realidad, un cambio de variable. La varianza

del error es
Var(g*) = Var(Pg) = 0 ’PZP’ (2)

Ahora bien ¢éexiste una matriz P tal que el término de error del

modelo transformado tenga como matriz de covarianzas Var(e*) = o217 ?

¥ es simétrica definida positiva, cuando esto pasa siempre existe una

matriz cuadrada no singular V de modo que X =VV’' |lo cual da lugar a

que
viE(v) =1, (3)
5+ =vivi) (4)

De observar (2), (3) y (4) se deduce que si se utiliza la matriz V”~
como matriz de transformacion P, entonces el término de error tiene

matriz de covarianza escalar.
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La estimacion de un modelo transformado

Yr=X*B+g* (5)
Y*=VYy
Donde X*=V™X
e =V
Se tiene que E(g*) =E(V ') =0,

Var (g¥) = a2V ‘1)2(V ‘1) =0,

Por lo que el estimador de minimos cuadrados ordinarios del modelo
(5) es

Buce = X' (VA VHX] "X (VA (VY = (XEX) XY

Observacion. Otra forma de derivar la funcidn criterio y
obtener el estimador MCG, se basa en transformar el modelo de
forma que la matriz de varianzas y covarianzas de sus
perturbaciones, sea escalar. Dado que z ! es una matriz
simétrica y definida positiva, existe una matriz P no singular tal
que £~1=P'P. Por lo tanto P':~'P =I;. Este resultado sugiere la

siguiente transformacion del modelo original:

Py = PXB +Pe

Donde E(Pg)=0 vy E(Psa'P'): o?l;. El modelo transformado,

satisface todas las hipdtesis basicas, por lo que sera ELIO. La

funcidén objetivo para el modelo es:
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Min (Py — PXB)'(Py — PXB) = (y — XB)'E ' (y — XB)

B
La solucidon de las condiciones de primer orden de este
problema de minimizacidn es, de nuevo, el estimador de

minimos cuadrados generalizados

Buc = X'P'PX)™1 (X'P'Py) = (X'71X) ' (X'zly)

Ahora bien, en la practica écdmo opera la matriz £? y équé tiene

dentro?. Dado el modelo Y =Xp+¢ donde € tiene

o2 0 0 0

0 05 0 0

Var(e)=| 90 0 o% 0
0 0 0 - oZ]

Bajo el supuesto de que Elgi;)=0, la varianza de los errores se puede

descomponer en el producto

o 0 0 0, 0 0 - 0
0 g, O 0|0 o, 0 0
Var(e)=| 0 0 o, 0|0 0 g 0 [=VWV
0 0 O o0 0 0 o, |

De donde
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/g, 0 0O 0

0 1o, O 0

vi=l 0 0 1o, 0
0 0 O Uao,

Utilizando esta matriz V™! para transformar las variables se tiene

1/, O 0 - 0 1[Y,] [Ya]
0 1o, o - 0 Y, Y,lo,
Y*=V7'Y=| 0 0 VYo, - 0 ||Y,|=|Y,/0,
0 0 0 Vo; || Yy ] |[Yi/l07 ]
[1/0, O 0 - 0 ][X,; X, Xy X |
0 1o, o - 0 Xy X, X Xz
X*=V*X=| 0 0 1o, - 0 || Xy X, Xg Xys
L 0 0 0 1/JT__X1T X2T X3T XkT_
[ X,lo, X, lo, Xylo, X, !lo, ]
X,lo, X,lo, X,lo, X, lo,
=| Xploy, Xyglo, Xglo,g X3!0,
Xyplor Xylop Xglo; X 1oy |

Lo que se hace es ponderar cada observacidon con un peso

1o, Ot=123-T

este peso sera menor cuanto mayor sea la varianza del término de
error en dicha observacion. Por esta razén, la aplicacion de minimos

cuadrados generalizados con una matriz X -del tipo considerado- se lo
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conoce como minimos cuadrados ponderados. El problema es que la
matriz £ no se conoce y por lo tanto tampoco es posible conocer los

ponderadores 1/0,.

En la practica, lo que se puede realizar es estimar 1/0, a través de

los errores minimo cuadraticos ordinarios siguiendo el procedimiento
que se detalla:

1) Dado el modelo
Y =XB+e

donde E(sisj):aflT
se calcula By, = [X'X]|*X'Y

y se obtiene e=Y-Y =Y -XB,co

2) Con el vector de errores se calcula la matriz diagonal de

varianzas de las perturbaciones

- O O

S — |

0 0 - 1/é?

. vyl .
3) Con la matriz V ~ se transforman las variables
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yx=vly

x*=v~Ix

4) Realizando la estimacidn sobre las variables transformadas, se

obtiene el estimador minimo cuadrado generalizado (MCG)

Bucs = (X* X ) (x " v)

Estimador de White

Al estimar los coeficientes de regresion p por MCO en presencia de

heterocedasticidad, da por resultado estimadores insesgados pero no

eficientes.

Ademas, el estimador de la matriz de varianza y covarianza de

- A2 )L . . .
Buco: JZ(X X) , €es inconsistente, por lo que los estadisticos de
contraste habituales no son vélidos para hacer inferencia sobre g, ni

siquiera para muestras grandes.

En los apartados anteriores se ha analizado cdmo, para aplicar
métodos de estimacion mas apropiados, es preciso conocer la matriz
Q, o al menos, cudl es la estructura de la heterocedasticidad para

poder especificar Q = Q(0).

Dada la dificultad existente para conocer la forma de Q, es

interesante contar con una estimacidon consistente de v(fsMco) y de

esta forma derivar estadisticos validos, al menos asintdoticamente,

para contrastar hipdtesis sobre el vector de coeficientes p.
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White (1980) demuestra que es posible obtener un estimador

consistente de la matriz de varianzas y covarianzas de B,,o, Sin tener

que hacer supuestos sobre Q, a excepcidén del que indica que es una

matriz diagonal.

Para ello, solo es necesario obtener un estimador consistente de
(X'QX). White demuestra que, bajo ciertas condiciones de regularidad

y siendo e, i=1 ---, T el residuo minimo-cuadratico ordinario

o XSX_ XX
plim —— = plim —

Donde S = diag (€2 €2, ..., e2)

Por lo tanto, se puede utilizar:
Vywrre = T (XX) 7 (X s %) (x'x)™

Como un estimador consistente de la matriz de varianzas vy

covarianzas asintéticas de vT Byyeo -

Este resultado es muy importante, ya que si se estima por minimos
cuadrados ordinarios en presencia de heterocedasticidad y se utiliza
este estimador de la matriz de covarianzas, es posible realizar

inferencia valida sobre los coeficientes g, al menos para muestras

grandes, en base al siguiente resultado:

T (RﬁMCO _r)‘ (R {/WHITER‘)_:L (R ﬁMCO _r)Dﬁ - X° (Q)

Sin tener que especificar a priori la estructura de |la

heterocedasticidad.
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18.6. Estimacion bajo Autocorrelacion

2
O, O, -+ Opp
2
g g a.
Dada Q: ) 21 .E .2T
2
_aTl Oy - Ue_

Si no se conoce es necesario estimarla; esto significa estimar

T(T -1)/ 2 covarianzas distintas con solo T observaciones, lo que no

es factible.

Para poder estimar los elementos de Q, es necesario especificar la
autocorrelacion de las perturbaciones en términos de un proceso que

depende de un niumero pequeno y estimable de parametros.

Bajo el supuesto de que el término de error sigue un proceso de

autocorrelacion regresivo de primer orden
€ = P1 &-1 T Mt

Donde |o <1y E(g)=0y E(wp;) = o2y
Asi, &, se puede escribir como

E=pP& T

Al calcular la varianza:
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V(E,) = p° V(&) + V(i)
o; = p’ol+o,

0.2

2 __“u
De modo que 9, = 1—,02 , la cual es constante para todo t.

La covarianza entre &y 2 serd:

Cov(l2)=0,, = E(Elgz) - E(El(logl + U, )) = E(pglgl + 51/12) = E(:Oglz + ‘91/12)
= pE(e2)+E(es,) = po?

Siendo E(ef)=a§ y E(gi,uj)=0

De la misma forma

E(e.83) = E(e,(pe, + 13)) = E(e(p(pgy + 1) + 1)) =
2 _ 2_,2 _ 22
B(p7 €181 + Py + E145) = pE(E]) + PE(HE) +E(814) = po 0

Extendiendo este razonamiento a la totalidad de observaciones se

origina la matriz

1 p p(T—l)]
T-2
.Q:E(ss’)=0'82£=agz{ '0 1 . ’0(. )‘
p(T_l) p(T_Z) 1



815

En esta matriz solo se desconocen p y ¢2. Es decir, un problema de

estimar T(T-1)/2 elementos se ha reducido a la estimacion de solo 2

Los elementos de X se pueden calcular a partir de

1) estimar por minimos cuadrados ordinarios y=XB +& para

obtener los residuos €

2) estimar por minimos cuadrados ordinarios e; =pe;_1 +y; para

.
obtener py > j° y calcular 62 y 62 =
=1

3) Calcular ¢’% para obtener el estimador de minimos cuadrados

generalizados

By = (x' $ x)_l(x' S Y)

Es necesario aclarar que el estimador minimo cuadrado generalizado
es de minima varianza siempre que X no se sustituya por su
estimacion. Como esto en la practica es imposible, sera valido el
estimador minimo cuadrado generalizado dependiendo de la calidad
de estimacion de T y esta calidad aumenta asintéticamente, cuanto

mayor es el numero de observaciones.
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Minimos cuadrados generalizados factibles.

Bajo el supuesto de que las perturbaciones siguen un proceso
autorregresivo de orden uno [AR (1)], el modelo de regresién lineal

generalizado, es:

Yo = B+ B Xy + o+ [ Xy + & t=1 -, T

&= P &at # ~ NID (01 0;21)

Si el valor de p es conocido, el estimador de minimos cuadrados
generalizados de B se obtiene minimizando la funcion criterio. En este

caso, como X es una matriz simétrica y definida positiva, existe una
matriz P tal que £ 1'=PP’, y el estimador de minimos cuadrados
generalizados obtiene estimando el modelo transformado por

minimos cuadrados ordinarios.

En el caso de un modelo AR (1), la matriz P es la siguiente:

y el modelo transformado se puede escribir como:

\]l_pz Y, :ﬁl\/l_pz + 5 l_p2X21+"' +:Bk\/l_pzxkl+£l
Yt - th—1 :,31(1_,0) + ,Bz (X2t - pXZt—l) Tt ﬁk (th - pxkt—l) + &
t:2,...,T
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Es interesante sefialar que la primera observacion sufre una

transformacion diferente a todas las demas.

La suma de cuadrados a minimizar con respecto a p, es:

S(8) = (1-0°)(Y, = B = BXy = - = BXS +
{(Yt - p Yt—l) - :81 (1_:0) - ZIBJ (th -p th—l)}

M-

k
+
t=2 =2

El primer sumando proviene de la primera observacion y el segundo,
no es sino la suma de cuadrados de residuos del modelo

transformado para t=2,...,T.

En el caso de que p sea desconocido, no se puede obtener el
estimador de p por MCG directamente, sino que hay que estimar

conjuntamente p vy B.

Existen varios métodos que estiman conjuntamente p vy B,

basandose en el modelo transformado; de estos se desarrollan dos:

el método Durbin y el método de Cochranne-Orcutt.

Ambos métodos de estimacidon se basan en que las perturbaciones
siguen un proceso AR (1), por lo que el modelo transformado

apropiado es

Yt - th—1 = ,31(1_ ,0) + ,Bz (XZI - prt—l) Tt ,Bk (xkt - pxkt—l) t &
t=2---,T

pero no tienen en cuenta la transformacidon de la primera

observacion.



818

Método de Durbin

La estimacion por el método de Durbin (1960), se realiza en dos

etapas:

1) Se estima p por minimos cuadrados ordinarios En el modelo:

Yy = p YLt W+6, X+ ), Xoppg tooe t B X * ViXiga T &

Donde t=2, -, T,y = B(1-p) y=-p B, i=2--k.

Dadas las propiedades de ¢, el estimador de p por minimos

cuadrados ordinarios, g, es consistente.

2) Se utiliza el estimador p, para obtener el modelo

transformado:

A

Yt -p Yt—l = :81(1_:5) + 182(X2t - ,5 X2t—1) teeet ﬁk (th - ,5 th—l) + Vt

y se estima el vector de coeficientes P por minimos cuadrados

ordinarios en este modelo; es decir, minimizando la suma de

cuadrados con respecto a P

SZ(IB) = t:iz {(Yt -p Yt—l) -5 (1_ﬁ)_i:8j (th -p th—l)}



819

Método de Cochrane-Orcutt

El método de Cochrane-Orcutt (1949) también se realiza en dos

etapas:

1) Partiendo del supuesto que p=0, se estima por MCO el
modelo:
Yt = /61 + /32 th T ¥ /kakt + U t=1.,T
El estimador MCO de B es consistente.

En segundo lugar, se obtiene un estimador consistente de 7,

esto se logra estimando por MCO la regresioén:

e, = pe, +u t=2 -, T

2) Se utiliza o para obtener el modelo transformado:

Yt —,5 Yt—l = ,51(1_ ,5) + :82(X2t - ,5 X2t—1) teeet IBK (th - ,5 th—l) TV,

y se estima B por MCO en este modelo minimizando la suma de

cuadrados

k

s6) = 1 [ (1= vo) =4 6-2)- 24 (%2 )|

t=2 j=2
Este proceso en dos etapas, se suele realizar repitiendo las

regresiones hasta que las estimaciones de p y g, no varien dentro de

un margen de valores.

Es preciso tener en cuenta que los dos métodos considerados
minimizan la suma de cuadrados, que no tienen en cuenta la primera

observacién, por lo que solo son aproximaciones al estimador de
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minimos cuadrados generalizados factibles. Asintoticamente, ambos
son equivalentes al estimador MCGF, pero para muestras pequefas

puede haber diferencias, a veces importantes.

CASOS DE ESTUDIO, PREGUNTAS Y
PROBLEMAS

Problema 18.1: Heterocedasticidad en series de datos de

corte transversal

En el modelo estimado a partir de la Tabla 16.1, contraste las

hipotesis de homocedasticidad.

Problema 18.2: Contrastes sobre la perturbacion

aleatoria

En el modelo estimado a partir de la Tabla 16.4, contraste las

hipotesis de homocedasticidad, no autocorrelacidon y normalidad.



821

Problema 18.3: Especificacion y Estimacion de modelos

lineales

Especifiqgue un modelo para estudiar una tematica econdmica de su
interés, construya la tabla de datos, realice la estimacion y contraste

la validez de los supuestos.
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