Capitulo 6 ESTIMACION Y
CONTRASTE DE PARAMETROS

Siguiendo con el proceso de investigacion econométrica, se estudiara la forma en que los
pardmetros de una variable en la poblacién se estiman a partir de los estadisticos de dicha
variable en la muestra. Se vera que la estimacion puede ser puntual o por intervalo, pero para
ello se necesita establecer el tamafio de la muestra, el nimero de unidades de observacién a
ser obtenida del total de elementos que conforman la poblacién. En el capitulo anterior se
estudiaron las caracteristicas de la media muestral en tanto estadistico Util para estimar la
media de la poblacién. En éste se estudiardn las propiedades que deben cumplir los
estadisticos para ser considerados “buenos” estimadores de los pardmetros de una variable en
la poblacién. Por ultimo, se vera como se pueden evaluar, a través de contrastes de hipotesis,
los valores estimados de los pardmetros respecto de sus valores “naturales” o establecidos por
el investigador de acuerdo a las hipdtesis iniciales de su problema a investigar.

6.1 Teoria estadistica

Una pregunta practica en gran parte de la investigacion econométrica tiene que ver con la
determinacion del tamafio de la muestra. La decision del tamafio de la muestra esta
directamente relacionada con el costo de la investigacion y por tanto debe ser justificada.

Las caracteristicas poblacionales de interés son los pardmetros de la poblacidon, es decir la
media, la varianza y la desviacion estandar de la o las variables a estudiar que conforman las
caracteristicas a analizar sobre las unidades de observacion en la tabla de datos.

Normalmente estas medidas son desconocidas y se deberd estimar su valor, lo mas
aproximadamente posible, tomando una muestra de unidades de observacidn a partir de los
elementos de la poblacién.

Del mismo modo que la variable en la poblacion tiene un conjunto de caracteristicas, la
variable en cada muestra también tiene un conjunto de caracteristicas. Una de ellas es el

promedio o media muestral X que, por ser una caracteristica muestral, cambiard si se
obtuviera una nueva muestra.

. . . 2 . o
Otra caracteristica es la varianza de la variable en la muestra, S . Esta sera pequefia si las

- . . 2 .
respuestas de la muestra son similares y grande si se encuentran dispersas. S es la varianza
de la variable en la muestra que se usa para estimar la varianza de la variable en la poblacién.
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Ejemplo. El interés esta centrado en conocer la media (o promedio) de la variable ingreso de los
57 clientes de un banco que poseen la tarjeta de crédito AA. La poblacidn son los 57 clientes y los
datos se ordenan en 8 intervalos de clase de acuerdo al ingreso que posea cada cliente.

Punto Frecuencia

medio de|de clase
Intervalo de clase la clase|Absoluta mifi (mi - ,u) (mi —,u)f (mi —/j)zfi

m; fi
De $150.00 a $300.99  |225.00 6 1350.00 |[-606.58 -3639.48 2207635.78
De $301.00 a $500.99 400.00 13 5200.00 |[-431.58 -5610.54 2421396.85
De $501.00 a $700.99  |600.00 13 7800.00 |-231.58 -3010.54 697180.85
De $701.00 a $1000.99 |850.00 8 6800.00 (18.42 147.36 2714.37
De $1001.00 a $1250.99 [1125.00 |5 5625.00 |293.42 1467.10 430476.48
De $1251.00 a $1500.99 |1375.00 3 4125.00 |543.42 1630.26 885915.89
De $1501.00 a $2000.99 |1750.00 6 10500.00 |918.42 5510.52 5060971.78
Mds de $2000.99 2000.00 |3 6000.00 |1168.42 3505.26 4095615.89
Sumas 57 47400 0.00 15801907.89

Figura 6.1. Calculo de la media desde el intervalo de clase

La medida promedio son los ingresos de los 57 clientes del banco que poseen la tarjeta AA, lo

cual se denomina media de la variable ingreso de la poblacién.

N
> mf

p=+ =83158

2f

i=1

Calculada la media de la variable ingreso en la poblacion, se pude calcular la varianza de la

misma. Esta es la suma de las distancias cuadraticas promedio que separa el ingreso observado

para cada cliente respecto del ingreso promedio de la poblacidn, |; esto es, de la media de la

variable ingreso.
N

Z (mi - /J)Zfi

of=  =27722645

N
2f
i=1

El desvio estandar de la variable ingreso en la poblacion es la raiz cuadrada de la varianza

o=+o? =,/277226,45 [1526.52

Ejemplo. Se toma una muestra aleatoria, de tamafo 10, de los clientes del banco que poseen la

tarjeta de crédito AA. Las diez personas seleccionadas y el ingreso respectivo se muestran en la

Figura 6.2.

La media de la variable en la muestra es

n
X

| 7930.00

x =1z
n 10

=793.00
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La varianza de la variable en la muestra

3 (i - 2

s? =121 - 1851410.00 _ 555715 95
n-1
El desvio de la variable en la muestra
S = \/S»2 0453.56
Xj Xji —H (x - ,u)2

1 1700.00 907.00 822649.00
2 900.00 107.00 11449.00
3 550.00 -243.00 59049.00
4 1300.00 507.00 257049.00
5 300.00 -493.00 243049.00
6 600.00 -193.00 37249.00
7 350.00 -443.00 196249.00
8 1100.00 307.00 94249.00
9 450.00 -343.00 117649.00
10 680.00 -113.00 12769.00
2 7930.00 0.00 1851410.00

Figura 6.2. Calculo de la media desde las observaciones muestrales

S es una estimacién sin sesgo de la varianza de la variable en la poblacion porque incluye el
término n-1.

Si el tamafio de la poblacién, denominado N, es pequeio con relacién al tamafio de la muestra
n, debe ser afiadido un factor de correccién de poblacién finita

N—n_
T

1-f
n . .z
Donde f = 5 e lo denomina fraccidn de muestreo.

De modo que la varianza de la variable en la muestra es

_N-=-n Z(Xi_i)z
"N n-1

SZ

Si N es mas de 10 veces el tamafio de la muestra, el factor de correccidn tiene rara vez
significado.

Desde luego, todas las muestras no generaran el mismo valor de X (6 s). El punto de

importancia es que X variard de muestra a muestra.
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La varianza de X es medida por su error estandar:
Ox = error estdndar de X = aln

La varianza en X serad mas grande a medida que la varianza de la variable en la poblacién, ¢,
sea mas grande. A medida que aumente el tamafio de la muestra, la variaciéon en X
disminuira.

En el capitulo anterior se demostré que la media de la variable en la muestra, X, tiene una
distribucién de probabilidad normal (con media igual a |l y varianza igual a g5 ), cualquiera

sea la distribucién de probabilidad de la variable en la poblacién; aunque si esta no es normal
se requerira que la muestra sea lo suficientemente grande de acuerdo al Teorema del Limite
Central.

Por consiguiente, X ~ N(i, J/«/ﬁ)

De acuerdo a esto, existe un nivel de confianza de 0.95 (95%) de que X caiga dentro de +1.96
errores estandar de la media de la variable en la poblacién . La cantidad 1,96 es el valor de la
distribucidn normal estandar para un 95% de probabilidad.

0/2=0.025

-1.96 94.

Figura 6.3

Ejemplo. En el estudio de la variable ingresos de los clientes del banco que poseen la tarjeta de
crédito AA, si se han obtenido 100 muestras diferentes de 10 individuos, aproximadamente el
95% de las medias muestrales resultantes (X) estaran dentro de +1.96 errores estandar
(o0g = 166.50) de la media de la poblacién (u = 831.58)

6.2 Tamano de la muestra
Para determinar el tamano de la muestra debe especificarse
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1) Eltamafio del error de la muestra que se desea.
2) El nivel de confianza, por ejemplo, del 95%.
El error de la muestra es

g
e=z2—

n

de donde se deduce el tamafio de la muestra

Ejemplo. Si existe la necesidad de estar un 95% seguro de que, al estimar la media de una
variable en la poblacién, el error muestral no exceda de 100 pesos conociendo que la desviacidon
estandar de la variable en la poblacion es 480.50; el error muestral (e) es igual a 100 y puesto que
el nivel de confianza es del 95%, z asume el valor 1.96. Por tanto, el tamafio de la muestra debe

ser:

(196)*(48050)°

100 089

El tamafio de la muestra es independiente del tamafo de la poblacidn y dependiente de:

Nivel de Confianza >z=>n
Desviacion estandar de la poblacidn >0=>n
Error muestral >e=<n

Error, riesgo y tamafo muestral

A

Dado el estimador @ que se distribuye normal con parémetros(&’,dé) y es insesgado del

parametro 6

6 ON(6,05) E©)=4.

El error de estimacidn es la diferencia entre
el valor obtenido en la estimacién puntual

M

(90), y el valor del parametro, 0

Q
e
()
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e = 9"0 -6 Figura 6.4

Si el error maximo aceptable por el investigador es e, habrd un riesgo de cometer un error

superior a él. Es decir, un riesgo de que ‘HA—H‘ >e. El riesgo es la probabilidad de que la

diferencia entre el parametro y su estimador supere la cuantia de e.

P(‘é - 49‘ > e) =riesgo de cometer un error superior a e.

Ejemplo. Suponga que X [ N(500,30), n =100, e‘ >6 Y /,7 = X . Se quiere saber cudl es el

riesgo de cometer un error de estimacién de 4 superior a 6.

, = X—-u_ e _ evn
ox U/\/ﬁ o
0.qo?
por lo tanto 0.002
6+/100
Z2=—=%2 494 506 506 X
30 -2 0

Figura 6.5

La probabilidad (o sea, el riesgo) de que al efectuar la estimacién puntual se cometa un error en
valor absoluto mayor a 6 es
P(\z‘ >2)=1-P(-2<2z2<2)=1-(0.9772 -0.0228) = 0.0456 =riesgo

Relaciones entre error, riesgoy n

a) Riesgo
\/— - el riesgo es funcién inversa de z. Cuando z crece el riesgo
evn L
== disminuye.
g

-z depende del error, de n y de la varianza poblacional, por lo
tanto el riesgo, que es funcidn de z, también depende de ellos.

- siaumenta el error e, aumenta z, disminuye el riesgo

- siaumenta n, aumenta z, disminuye el riesgo

- siaumenta g?, disminuye z, aumenta el riesgo

b) Error
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- siaumenta n, disminuye el error.

20
= . 2
€ \/ﬁ - siaumenta 0°, aumenta el error
¢) Tamafo muestral
5 - - manteniendo el mismo error y el mismo riesgo, si aumenta
_Z0 2
n - 5 0" aumenta n. Se puede calcular n para estimar H i se
e

2
conocen error, riesgoy ¢ poblacional.

Desviacion estandar desconocida

El procedimiento que se acaba de mostrar supone que la desviacién estandar de la poblaciéon
es conocida. Pero, en la mayor parte de las situaciones practicas no es conocida y debe ser
estimada a partir de

- Usar una desviacién estandar de la muestra obtenida de una encuesta anterior
comparable o de una encuesta piloto.

- Estimar 0 subjetivamente

- Usar proporciones.

Los dos primeros casos se resuelven de la manera desarrollada. Para el tercer caso, el
procedimiento es usar una proporcion de la muestra p para estimar una proporcion
desconocida de la poblacién, Tt

El error muestral usando proporciones es de

e= 20,

donde Oy es el desvio de la proporcién en la muestra.

Observacion: En una tabla de datos una variable cualitativa expresa si un elemento de la poblacién o
una unidad de la muestra poseen o no un determinado atributo. Para poder trabajar se codifica,
asignandole el valor 1 o 0 a cada unidad de observacidn, segun posea o no el atributo. Sea n el
numero de unidades de observacidn extraidas de una poblacién de tamafio N, en la que se observa
la variable X; = sexo. Esta es una variable dicotémica: masculino y femenino son los atributos.
Supdngase que la tabla de datos para esta situacion sea la de la figura 6.6.

X; = sexo

M F
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1 1 0
2 1 0
3 0 1
4 0 1

i 0 1
n 1 0

Figura 6.6. Tabla légica para la variable Sexo

Segun la informacién de la tabla planteada,

X; = 1sieli-ésimo elemento posee el atributo “femenino”
X;
En consecuencia, el valor de la variable se convierte en un conjunto de ceros y unos. Se define el

0 si el i-ésimo elemento posee el atributo “masculino”

siguiente total:

f=in= 0+0+1+1++0
i=1
De esta manera f es el total de individuos de sexo femenino en la muestra. La proporcion de
mujeres en la muestra es entonces:

f

P=%
Donde p es la proporcidon de unidades de observacidon que poseen un atributo (en este caso ser de
sexo femenino) en la muestra. Por lo tanto, se trata de un estadistico que tiene la funcién de estimar
la verdadera proporcion de elementos que posee un determinado atributo (en este caso ser de sexo

femenino) en la poblacién o sea un pardmetro poblacional, definido como:

_F
T=N

Donde F es el total de individuos de sexo femenino en la poblacién.

Las proporciones  y p no son mas que promedios de una variable dicotdmica. A veces se multiplican
por 100, convirtiéndose en porcentajes.

La varianza del estimador p se puede obtener a partir de la férmula de la varianza de la variable
dicotémica X, de la siguiente manera:

[E{v 1(X; — llx) ] [E{v 1X2 N.“X]

Por motivos de notacién, los resultados se presentan en términos de una expresion ligeramente
diferente, en donde el divisor (N — 1) se usa en lugar de N. Esta convencion, de acuerdo a lo
expresado por W. Cochran “la usan quienes enfocan la teoria del muestreo por medio del analisis de
la varianza. Su ventaja es que la mayoria de los resultados toman una forma ligeramente mas simple.
Siempre y cuando se use consistentemente la misma notacién, todos los resultados son equivalentes
en ambas notaciones” (p.47).

Pero, en este caso

ZN1X2 02402412412 4+-+02  F
- N-1 N-1

Y también,

Remplazando,
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2_[ £1X?—-Nu§]:[ F an]z
N

TN —1 N-1
= m [N7T - NT[Z]
De donde,
= -]
o} = (1 ~m)
En forma similar, un estimador de la varianza de X en la muestra sera:
n
Sz = 1-
X =7 [p(1-p)]

De la misma forma que la V(X) = o era, por el teorema central del limite, igual a la V(X)/n; la
varianza de la proporcidn muestral sera:
2
oxN—n [r(1—-m)]N—-n
vV =g2= E(n—-—m)?%=-2 =
(p) =0y p-m" =——F¢ N1
Donde se ha tenido en cuenta el factor de correccidn para poblaciones finitas.

Una estimacién insesgada de la V (p), derivada de la muestra, es
[p(1 —p)]
52 =S_§N—n=nWN—n= [p(1—=p)]N—-n
P n N n N n—1 N
De lo anterior se tiene que si N es muy grande en relacidon a n, de tal manera que el factor de

correccion para poblaciones finitas es muy pequefio, una estimacion insesgada de la varianza de p
es:
p(1-p)
n—1
En algunos trabajos se usa la formula anterior dividiendo por n en lugar de por (n — 1); pero esto es

$2 =

un error, ya que, aun en poblaciones infinitas, resulta una estimacidon sesgada de la verdadera
varianza de p.

Se habia establecido que:

e= 20,

Por lo tanto, en vista de la observacion anterior

n(l—m) [N—n

n N-—-1
Al resolver para n se obtiene,
z?m(1 —m)
— ez
n=
1[z°n(1 —m)
1+ N Y. -1

Para fines practicos, si la correccidn para poblaciones finitas es despreciable, se utiliza:
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_z’ n(l-n)
=55

n

El “peor de los casos”, en donde la varianza de la poblacidon es méaxima, ocurre cuando la
proporcién poblacional es igual a 0.50 porque, con Tt= 0.50, la varianza es T(1 - 7)) = 0.25 y este
es el maximo valor de varianza que se puede tener en una variable dicotdomica.

Debido a que la proporcidn poblacional es desconocida, un procedimiento comun consiste en

suponer el “peor de los casos”. La férmula para el tamafio de la muestra se simplifica entonces
a:
2
z- (029
n=———
€

De este modo, si la proporcion de la poblacion debe ser estimada dentro de un error, de 0.05
(6 5 %) a un nivel de confianza de 0.95, el tamafio necesario de la muestra es:

(1.96)°(025)

(005)

Suponiendo que la poblacién, de donde se desea extraer la muestra, cuenta con 3000

(1384

elementos, serd necesario tener en cuenta la correccién para poblaciones finitas (cpf). En
este caso, el valor de n = 384 es considerado como una primera aproximacién vy, al aplicar la
féormula general, el tamafio muestral se reduce.

z?m(1—m)
—r 384
n= = = 341
1[22n(1—n) 1+ (384 — 1)/3000

Un instrumento de encuesta o un experimento no se basa sélo en una pregunta. Algunas
veces, pueden estar involucradas cientos de ellas, pero no serd necesario pasar por este
proceso en todas las preguntas. Generalmente se toman los interrogantes mas representativos
y se determina el tamafio de la muestra a partir de ellas. En el analisis deben incluirse los
cuestionamientos mas importantes para el estudio y que tengan la varianza esperada mas alta.

Se puede calcular la precision absoluta al 95% sobre la estimacion de @ en funcién de la
proporcién observada p y el tamafio de la muestra n, como se muestra en la figura 6.7

1 —
Precisiéon absoluta al 95% = 1,96 - ’@‘

p porcentajes (epf)con




100
200
300
400
500
600
700
800
900
1000
1500
2000
2500
3000
3500
4000
5000
10000

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
427 588 7,00 7,84 849 898 935 960 9,75 9,80
3,02 4,16 4,95 554 6,00 635 6,61 6,79 6,89 6,93
2,47 339 404 453 490 519 540 554 5,63 566
2,14 2,94 3,50 3,92 4,24 449 4,67 4,80 4,88 4,90
191 263 3,13 3,551 3,80 402 4,18 429 436 4,38
1,74 2,40 2,86 3,20 3,46 3,67 382 392 3,98 4,00
1,61 222 265 29 321 339 353 363 369 3,70
1,51 2,08 2,47 2,77 3,00 3,18 3,31 3,39 3,45 3,46
1,42 19 233 2,61 283 299 3,12 3,20 3,25 3,27
1,35 1,86 2,21 2,48 2,68 284 296 3,04 3,08 3,10
1,10 1,52 1,81 2,02 219 232 241 248 252 2,53
0,9 1,31 1,56 1,75 190 2,01 209 215 2,18 2,19
08 1,18 1,40 157 1,70 1,80 1,87 192 1,95 1,96
0,78 1,07 1,28 1,43 155 164 1,71 1,75 1,78 1,79
072 099 1,18 1,33 143 1,52 158 162 1,65 1,66
0,68 0,93 1,11 1,24 1,34 142 148 1,52 1,54 1,55
060 08 099 1,11 120 1,27 1,32 136 1,38 1,39
0,43 0,59 070 1078 08 09 093 09 098 0,98

95 90 85 80 75 70 65 60 55 50
A -p) porcentajes

Figura 6.7. Calculo de la precision absoluta

193

N =400

80
134
172
200
222
240
255
267
277
286
316
333
345
353
359
364
370
385

Se observa que la precisién es tanto mejor cuanto el tamafo de la muestra crece, pero

también, cuando la proporcién observada se aleja del 50% (e

Ill

peor de los casos”).

En efecto, si se representan las variaciones de p(1 — p) en funcién de (0 < p < 1), se obtiene

el gréfico que se muestra en la figura 6.8

p(1-p)

0,3

0,25

02

0,15

01

0,05 -

0,05
0,1
0,15
0,2
0,25
0,3
0,35
0,4
0,45
0,5
0,55
0,6
0,65
0,7
0,75

0,8
0,85

0,9
0,35

Figura 6.8. Variaciones p(1-p)
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Entonces para cada p,

1
r(1-p) =

Por lo tanto, el intervalo de confianza al 95% mas grande que se puede obtener para la
estimacion de una proporcidn corresponde a la columna del 50% de la figura 6.7 y es igual a

1
Pi\/—ﬁ

6.3 Estimacion puntual

En la discusion que sigue el tema de interés es la estimacion de parametros (generalmente un
solo parametro) de distribuciones de probabilidad de forma conocida, por lo que la forma de la
funcion de densidad f (X,6) también es conocida.

Todas las estimaciones se hacen con base en la informacién contenida en la muestra. Esta
muestra tendra siempre un tamano fijo; es decir, no se tiene en cuenta, en el analisis de los
métodos de estimacidn, que el tamafio de la muestra es también una variable aleatoria que
depende de los mismos datos de los pardmetros a medida que van apareciendo. Esto se puede
interpretar como que, a medida que se obtienen las observaciones, el tamano de la muestra
puede ir ajustdndose ante esas “apariciones” aleatorias que alteran el valor de las
proporciones. Pero esto se abandona ya que el tamafio de la muestra se fija aprioristicamente
de acuerdo al procedimiento analizado en el punto anterior; de tal forma que las unidades de
observacion a seleccionar quedan fijas y la tabla de datos tiene una estructura conocida en
cuanto a la cantidad de muestras que seran necesarias para llevar adelante el proceso de
investigacion.

En la estimacion puntual se construye una sola funcién de los datos de la muestra para estimar
el valor de un parametro poblacional. Dada f(X,@) conocida, existe una muestra (n) de

tamarnio fijo proveniente de una poblacidn con distribucién conocida.

Los estimadores puntuales tienen las propiedades de: insesgamiento, invarianza, consistencia,
eficiencia y suficiencia y son requeridos cuando la misma estimacion debe insertarse como un
ndmero en una estructura matemadtica mas compleja, como es comin en la economia
moderna.
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Propiedades de los estimadores

Las propiedades para la media aritmética introducidas en el capitulo anterior se pueden
generalizar para cualquier estimador; se puede decir que existe un numero infinito de
estimadores del parametro desconocido 0, pero solo algunos serdn aceptables, por lo que se
necesita contar con criterios que permitan elegir entre ellos.

En general, seran de interés aquellos estimadores con una alta probabilidad de proporcionar
estimaciones que estén cerca del verdadero valor del pardametro. Como los estimadores son
variables aleatorias, los criterios de eleccidn se van a basar en las propiedades de su funcidn de
distribucién.

En primer lugar, se estudiaran las propiedades en muestras finitas que se cumplen para
cualquier tamaio de la muestra, incluso para las pequefas; posteriormente, las propiedades
asintdticas, que se satisfacen cuando el tamafio muestral tiende a infinito.

Propiedades en muestras finitas

a) Insesgamiento

A

Se dice que un estimador @ es insesgado, si E (4A9 ) = 6. Cuando E (4A9 ) # 6, el estimador es

sesgado y se define el sesgo como:

sesold) = E{6) - 6

Esta primera propiedad fue analizada cuando se desarrollé la distribucion muestral de la media
aritmética de la muestra, donde, empiricamente, se demostrd que

E(X)Du
siendo u (parametro poblacional) la media de la poblacién.

Generalizando, hay una poblacién descrita por la funcidén de densidad f()_(ﬁ), donde f es

conocida y el valor del parametro @ es desconocido.

Sea X1,X2,...,Xn una muestra aleatoria obtenida de esta poblacién, el estadistico

t(Xl,XZ,...,Xn) es un estimador insesgado del parametro @ si E(t) =@ para todo ny para

cualquier valor de &. En cualquier otro caso & es sesgado.
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Ejemplo. Estimadores insesgados

a) E(X) = 1, E(X)= 1

Si [ existe, tanto una sola observacion de la variable aleatoria X, Xl, como su media, )?, son
estimadores insesgados de [/ . Sus varianzas respectivas son 0'2 y O'Z/I’]. Por lo tanto es
preferible X a xl,siempreycuando n>1,vyaque (02/H)< o°.

Xl es una observacion muestral que puede asumir cualquiera de los N valores distintos de la

poblacidn. De donde

1 N
E(X,) = X,P(x = X)) + X,P(x = X;) +...+ X P(x = Xy) =N2Xi =H

i=1

b) E(X —y) =E(x) —E(y)

Esto es, la diferencia de las medias de dos muestras aleatorias independientes es un estimador
insesgado de la diferencia de las medias en la poblacion.

) E(S?) =0o?
— Z(Xi _2)2
n

Dado G°
£ =2y [x - B + 09 -]
- %Z{E[x ~EJ - E[x - EXF)

donde, E[Xi —E(X)]2 =0’y E[i —E(X)]2 =02 =
Reemplazando

R 1 o’ o’ no*-0*> n-1
E(UZ):—{naz—n— =g?-—= = o’
n n n

Por lo tanto, 5’2 es un estimador sesgado de 0'2. Pero Szes insesgado ya que

SZZZ(K—Y)ZZ n 2(-%°_ n

5.2
n-1 n-1 n n-1
E(s?) = E(6?) __h n-dl.
n-1 n-1 n
—_ 2
Por lo tanto E(Sz) =0
b) Eficiencia

Otro elemento que hay que tener en cuenta es la varianza del estimador, V(& ); siendo de

interés los estimadores que tengan la menor varianza.
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Pero seguir solamente este criterio puede llevar a elecciones absurdas.

Ejemplo, si O es un escalar, el estimador @ =50, tiene varianza cero y, sin embargo, no existe

ninguna garantia de que esté proximo al verdadero valor del pardmetro. Por ello, en muchas
ocasiones, la eleccidon entre estimadores se restringe a la clase de estimadores insesgados.

Un estimador @ es eficiente dentro de las clases de los estimadores insesgados del parametro

0, si su varianza es la menor entre todas las varianzas de los estimadores insesgados.

Error cuadratico medio

El criterio de eficiencia restringe la eleccion de un estimador a la clase de estimadores
insesgados. Puede ocurrir que de esta forma se ignoren estimadores que son sesgados, pero
gue tienen una varianza menor que otros estimadores insesgados.

. . . = . . . *

Si se debe elegir entre un estimador & insesgado de varianza grande y otro estimador 0
. ~ . * . . . ’

sesgado pero con varianza pequefia, es posible que 8 proporcione estimaciones mas cercanas

al verdadero valor 0 que 9.

Para comparar estos estimadores, es preciso utilizar el criterio del error cuadrdtico medio, que,
en el caso particular de que 0 sea un escalar, se define como:

ecM (8)=E(6 - 6f =(E(6)- 6f + E(6 - E(6)f =(sesqol6)f +v(6)

El criterio de elegir aquel estimador de © que minimice el error cuadratico medio, tiene en
cuenta tanto el sesgo como la varianza.

Si se considera solo la clase de estimadores insesgados, entonces este criterio es equivalente al
criterio de eficiencia.

c) Invarianza

Si @ es un estimador de 8, se puede pensar que 92 es un estimador de 92 . Por lo tanto un

estimador es invariante cuando g(é) es un estimador de g(é).

Ejemplo. X no es un estimador invariante de M yaque
2

E(X?) =4+~

n
Observacion: Se sabe que
V(X)=m, -’

=E(x?)-[EX)F



198

De la misma manera, si en lugar de la variable X se tiene la variable X , entonces
> > \I2
v(x)=E(x?)-[e(x)

0.2

Ahora bien, segun el teorema del limite central, la media y la varianza de X , son H y n ,

respectivamente, entonces

0.2

e E(%?)-
De este modo

E(x?)= 12+ %
n

Por ende, X no es un estimador invariante.

d) Suficiencia
Es un estimador que utiliza toda la informacidn contenida en la muestra, respecto del
parametro a estimar.

Propiedades asintéticas

Las propiedades estudiadas hasta ahora estan relacionadas con la distribucién de un estimador
independientemente del tamafio de muestra utilizado. Es decir, cuando un estimador es
insesgado, lo es tanto para muestras pequefias como grandes.

En ocasiones se observa que la distribucion de un estimador cambia para distintos tamafios
muestrales y, en otros casos, se plantean problemas econométricos en los que es muy dificil, o
imposible, determinar las propiedades de los estimadores en muestras pequefias.

En estas situaciones, la eleccidon de un estimador se basa en sus propiedades asintdticas, es
decir, las propiedades que satisface el estimador conforme el tamano muestral T crece y
tiende a infinito.

a) Consistencia

La propiedad de consistencia va a garantizar que el estimador genere, con una probabilidad
alta, estimaciones préximas al verdadero valor del pardmetro si la muestra es lo
suficientemente grande.

Sea @, el estimador de 8 basado en una muestra de tamafio T, es consistente si y solo si
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Oe>0 IimP”é{—H‘se}:l

t o0

A A

Se denota como plim g = & osimplemente, plim 8 = 6.

t o0

Intuitivamente, si un estimador es consistente, a medida que el tamafo de muestra crece, es
mas probable que las estimaciones estén cerca del verdadero valor del parametro.

2
= o ag

Ejemplo. X es un estimador consistente de M yaque dado E(X) =U, 0')27( =—.

n

2

o _
Sin - o, — — 0 porlotanto 0'; -0y X > u.
n

b) Insesgadez asintética

El estimador @ de 6, se dice que es asintéticamente insesgado si y solo si:
im E(g )= 6
t o0

Las propiedades de consistencia e insesgadez asintdtica no implican la una a la otra; un
estimador consistente no tiene por qué ser asintéticamente insesgado, y viceversa.

a) Si el estimador &, es una variable aleatoria que no posee primeros momentos, puede

gue no sea asintdticamente insesgado, aunque sea consistente.

Ejemplo. Un estimador et que solo toma dos valores (8 y T*) con las siguientes probabilidades:
P =6)=1-1* Plg =T =T

De forma que 1 €>0:

P”Ht —5‘>g}= P(Ht :Tk):T‘l

Este estimador es consistente porque:

. A . A .1

lim F>ﬂ0t -4 < 5} = 1-lim F>ﬂ0t -4 > 5}: 1-lim==1-0=1

t—oo TS0 TﬁooT

Y, sin embargo, es facil comprobar que es sesgado en muestras finitas:

) = 60-T*) + T TH = 6-0 T + T

Y no es asintéticamente insesgado para valores de k = 1:

im E(6) = 6 + lim T 2 6

t- o0
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b) El caso contrario, un estimador asintdticamente insesgado que no es consistente.

Ejemplo. El estimador

g ~N(g,1, OT

Es insesgado para todo tamafio muestral y, por lo tanto, es asintéticamente insesgado. Sin embargo,
no es consistente, ya que la probabilidad

P”é{—é"sg}

No decrece cuando t aumenta. El problema es que al aumentar el nimero de observaciones no
disminuye la varianza del estimador, es decir, no proporciona mas informacion sobre 6.

Estos ejemplos, dan una idea de dos condiciones suficientes para que un estimador sea
consistente:

L fim E(§)=6
2. fim V(§]=0

Es decir, si un estimador & es asintéticamente insesgado y su varianza tiende a cero conforme

el tamafio muestral tiende a finito, entonces es consistente.

Estas condiciones son suficientes, pero no necesarias. Es posible que un estimador sea
consistente sin que se cumplan estas condiciones como en el ejemplo anterior, donde el
estimador no era asintéticamente insesgado porque su valor medio tendia a infinito al
aumentar el tamafio muestral.

Distribucion asintética

Cuando no se puede derivar analiticamente la distribucién exacta de un estimador o
estadistico, una solucidn es estudiar su distribucién de probabilidad para la muestra que tiende
a infinito. Si, a medida que el tamafio de muestra va aumentando, la distribucidn del estimador
se aproxima cada vez mas a una distribucion especifica conocida, entonces, para tamafios de
muestra grande, se puede usar esta distribucion del estimador.

Convergencia en Distribucién. Una sucesidn de variables aleatorias &, se dice que converge en
distribucion a 8, si la funcién de distribucién Fr de &, converge a la funcién de distribucién F

de é en todos los puntos de continuidad de F.

A

Se denota Ht If_. @ y F se denomina distribucién asintética de &.. A veces también se

a

denotaét - F ,otambiéné{ ~ F.



201

a) Teorema de Mann-Wald
Sea X una matriz de dimension (T x K) y u un vector de dimension T de variables aleatorias
idéntica e independientemente distribuidas, tales que:

) E() = 0, Elu) = o2,
1)) E(X; u) =0,0i=1---,k, donde X eslai-ésimacolumna de X

) plim %zQXX finita, simétrica y definida positiva

Entonces se tiene:

_X'u
a) plim _ = 0,

X u

TV2 [ - N(Ok’ JZQXX)

b)

b) Teorema de Slutzky

Si plim ét =0fyg (ét) es una funcién continua de ét, entonces:

plim g(g) = alpiim 8) = o(¢)

Es decir, el limite en probabilidad de una funcidn continua viene dado por la funcién evaluada
en el limite de probabilidad.

c¢) Teorema de Cramer

Sea Y;, = Z; q;, donde Z; es una funcién continua de matrices aleatorias y q; es un vector de
variables aleatorias. Si se satisface que:

) plim 2z =2Z finita

1) plim g =q¢ finito

iy  ~ N M)

entonces:
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1) plim Z q = Zq
I z, g - Zq

my zq ~ N(zu, zmz)

6.4. Criterios de Estimacion
Dada una secuencia de vectores de variables aleatorias

Z; = (Yo Xy ); t=1,..,T.

Si la funcién de densidad de estas variables viene dada por

f(Yy, ..., Yo, Xy, ooy X1,0)

Donde 0 es un vector de pardmetros desconocidos que caracteriza esta funcion de densidad.

Supongase que el objetivo es realizar inferencias de 0 sobre la base de los valores observados
de (Y]_, ceny YT, X1, ceey XT )

Ahora bien, en Econometria interesa la distribucién condicionada de un conjunto de variables
aleatorias dado otro conjunto de variables aleatorias.

Por ejemplo, analizar el consumo de la poblacidon para una renta dada. Si la propension
marginal a consumir es el pardmetro de interés y se determina independientemente del
proceso que ha generado la renta, se puede plantear la distribucidn del consumo condicionado
alarenta.

La funcion de densidad conjunta de esta muestra se puede escribir como:
f(Yl,---,YwXl,---,XT;9)=f(Y1,---,YT| Xy, XT;IB)f(Xli'”!XT; y)

Si el vector B recoge los parametros de interés y no hay relacién entre By y se puede ignorar
f(Xl,---, X y) a la hora de hacer inferencia sobre 3.

El vector Y = (Yl, Y )‘, serd el vector de variables endégenas o dependientes.

El vector X = (Xl, ey Xe ) , el vector de variables exégenas o independientes.

La funcion de distribucidon de interés vendra dada por f(YOX, B) y considerando las variables
independientes de X como fijas (no estocasticas) en muestras repetidas, se reducird a f(Y, 3).
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Criterio de maxima verosimilitud

El principio de estimaciéon de maxima verosimilitud se basa en la idea de que es mas probable
que la muestra observada haya sido generada por un modelo caracterizado por valores
determinados de los pardmetros y no por otros alternativos.

La estimacién por maxima verosimilitud de un vector de pardmetros 3 consiste en elegir
aquellos valores particulares f,,, que con mayor probabilidad caracterizarian el proceso que

ha generado la muestra disponible.

La funcion de verosimilitud, tiene la misma forma que la funcién de densidad conjunta de la
muestra, pero, a diferencia de ésta que es una funcién de las variables aleatorias (Yy, X7), la
funcidon de verosimilitud, es una funcién de los valores que puedan tomar los parametros, B,
dada una muestra concreta.

Para especificar, por lo tanto, la funcidon de verosimilitud es necesario suponer una forma
explicita para la funcion de densidad conjunta de la muestra. Sea

0% Y] X X0 )

la funcion de densidad que genera la muestra dado un vector B. Andlogamente, tomando
como dada la muestra disponible, la funcién de verosimilitud, es una funcién de f3:

FB]Y, -~ Y Xy, o, Xg)=£(B]Y.X) = L(B)

En el caso de que (Yl, e, YT), sean observaciones independientes, se puede escribir la

funcién de verosimilitud como:

T

o)=[] 1141 % A

El estimador maximo-verosimil f3,,, , es aquel valor de los parametros que, dada la muestra,

maximiza la funcién L(B). En la practica, en lugar de considerar L(f3), se considera el logaritmo
natural de L(f3), In L(B), dado que el valor de 3 que maximiza L(3), es el mismo que maximiza Ln
(B) y es, analiticamente, mas sencillo trabajar en logaritmos.

El estimador maximo verosimil es un estimador eficiente. Para demostrarlo se define la matriz
de informacion que es la matriz de la esperanza matematica de las segundas derivadas de la
funcién de verosimilitud, con signo negativo:

0% InL

1(B) = _EW
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y la inversa de la matriz de informacion [I (,8)]_1, se denomina cota de Cramer-Rao.

Si ,[)’D es cualquier estimador insesgado de B, se puede demostrar que V(,BD) - [I (,BD)]_l, es

una matriz semidefinida positiva.

Este resultado implica que, bajo ciertas condiciones de regularidad, si el estimador de interés,

[, es un estimador insesgado y su varianza, V(ﬁ), alcanza la cota de Cramer-Rao, entonces

[, es un estimador eficiente, ya que no es posible que otro estimador insesgado tenga una

varianza menor.
En este mismo contexto se define la eficiencia asintética. Si un estimador [ es consistente y la
matriz de covarianzas de su distribucién asintética, 1A(B), es tal que:

-1

IA(B) = lim | = 1(B)

Entonces [ es un estimador asintéticamente eficiente.

Bajo ciertas condiciones de regularidad, el estimador maximo-verosimil tiene propiedades
asintéticas deseables: es asintéticamente insesgado, consistente, asintéticamente eficiente y
su distribucidn asintética es una distribucion normal.

Su Unico inconveniente es que es preciso suponer una distribucién especifica
P | Xy X5 B)

Una mala especificacién de esta funcién de distribucion implica la pérdida de estas buenas
propiedades asintoticas.

En general, las propiedades asintoticas del estimador maximo-verosimil, son muy atractivas en
casos en los que es imposible encontrar estimadores con buenas propiedades para muestras
finitas, situacidon esta que se produce frecuentemente en la practica.

El procedimiento para obtener los estimadores maximoverosimiles consiste en:
1°. Definir la funcién de verosimilitud L(8,,6,,...,6,)
2°. Tomar In de L: |n[L(51,52,...,5k)]

3°. Los estimadores de 51,92,...,9k seran aquellas expresiones para las cuales la funcion L

sea maxima. Para esto es necesario

a) derivar In(L) respecto a cada 5,

b) igualar a cero
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c) reemplazar los 5, por los estimadores Hl

d) resolver el sistema de ecuaciones

Ejemplo. Dada una poblacion normal de parametro (,u,a), la funcién de verosimilitud para

. . . 2 .
obtener buenos estimadores para la media (i y paralavarianza O, serd

_(x=w)?

/o) =[] f(x):lj%

1° Se define la funcién de verosimilitud

0 _(x-w? 1 n _Z(Xi‘,u)2
20 — 207
el P DR Pt
:( 1 j(z] o

o2

2°Setomaln
InL(x,02) = - In(a' Zm_u gm(az)_ In(272) - Z(x )’

3°Sederivael In L(/J,J ) conrespectoa U vy 07,y seiguala a cero

(9InM) _ ,20=p) T A
alu 20'2 02

olnL) __n 1 X(x-4)°_,

| 90° 2 0? 2(02)2
Estas son las derivadas de primer orden, a partir de las que se obtienen los puntos extremos en

la optimizacion. Para esto, cada derivada se iguala a 0 y se reemplaza {4 por X y o? por 52,

resultando un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:

2 (X =X) =0

0".2
_\2
_E%+—Z(XL )2() =0
L 20" 2¢%)

En (1) se multiplica ambos miembros por 5’2 y se resuelve el sumatorio, de modo que
Z X — nX=0=X= &
n

En (2) se despeja G2 y se obtiene:
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-ng +Z()§_X) :O:z(&_i)z:naﬂ_zmé_z:Z(X—@
2(6?)

n

La media muestral es un Estimador Maximo Verosimil (EMV) de la media poblacional. EIl EMV de

2 ~2 . .
0" es O que, por lo demostrado anteriormente, es un estimador sesgado.

Criterio minimo-cuadratico

Si se especifica una forma funcional determinada para el valor medio de la distribucién de
interés f(Y|X, B)

E(YX, B) = h(X;B)

El criterio minimo-cuadréatico para la obtencién de un estimador de 3 se basa en elegir aquel

valor de B que, dada la muestra disponible: (Yl, Y, | X X ,8) minimice la siguiente

funcion de distancia entre Y y h(X; B)

s(8) = (v-h(x; B) (Y - h(x; B))

Si'Y es un vector (Tx1) y X es una matriz (T x K), este criterio se puede escribir como la suma de
cuadrados de las desviaciones entre Y y su valor medio h:

T

s(B) = 2. (Y%, -h(x; B)

t=1

Dependiendo de la funcién de distancia elegida, se determinard un criterio minimo-cuadratico
diferente. Si la funcion es lineal, E(Y7[Xy, B) = X B, la funcidn objetivo es:

T

sB) =Y (- x Bf

t=1

y el criterio minimo-cuadratico general recibe el nombre especifico de minimos cuadrados
ordinarios (MCO).

Si por el contrario, se desea dar mas peso a las observaciones Y; menos alejadas del valor
medio E(Y{[X:, B), se puede especificar una matriz de pesos W (T x T), que recoja distintas
ponderaciones para distintas desviaciones, siendo por lo tanto la funcién criterio de la forma:

S(B) = (Y-h(X; B)) W(¥ - h(x; B)

El método de estimacidén que se basa en elegir los valores de 3 que minimizan la funcién
criterio anterior, se denomina minimos cuadrados generalizados (MCG).
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6.5 Estimacion por Intervalo

En la estimacion por intervalo, generalmente, se construyen dos funciones basadas en los
mismos datos muestrales, dentro de los cuales, en un sentido probabilistico, el valor
desconocido del parametro ha de encontrarse. Esto consiste en obtener un cierto intervalo
aleatorio que contiene el parametro a estimar. Este intervalo aleatorio se denomina intervalo
de confianza y se establece su magnitud de la siguiente manera

Donde:
6 es el parametro a estimar
L; limite inferior del intervalo
L, limite superior del intervalo

1-a nivel de confianza, esto es la probabilidad que de cada 100 veces que se realice la
estimacion (1—a) 100 veces, el parametro a estimar va a caer dentro de este

intervalo. Es una probabilidad conocida.

Los limites de confianza L; y Ls son variables aleatorias que dependen de las observaciones

muestrales y del nivel de confianza 1— @ .

En la estimacién puntual se estima &, puntualmente, a través de 6 con un riesgo @ de
cometer un error de estimacion.

En la estimacién por intervalo se estima & a través de un intervalo aleatorio que tiene una
probabilidad conocida de contener el parametro.

n

Para entender aun mas el concepto, suponga que el estimador 6 ~ N, o asintéticamente

normal, y que la amplitud del intervalo sea iZUé. Suponga, ademads, que se hacen varias

A

estimaciones puntuales 6, 6,,...,0,. La probabilidad de que este intervalo contenga al

pardmetro 8 se obtiene de la tabla normal y es 0,9544. Se observa que los intervalos de
confianza contenidos a partir de 92 y 93 contiene al pardmetro, no asi el construido a partir

de 6’4.



208

Por lo tanto el 95,44% de las veces el intervalo de amplitud 120'5 contendra al parametro y

en el 4,56% no lo contendra. Si la amplitud del intervalo fuera +2.40 la probabilidad seria

0,9836.

04 - 25,

[ T T A
10 -25;" 0 ! 0+ 26;
0T | i
1 ~ A
: i 3—26'(;‘ 93 93 +26’é‘
1

o | |

0y — 255 ! ) 7 -

2 (79: 6> 92+209
1

| | J
04 04 +23(3
Figura 6.9

Elementos de la estimacidn por intervalos

1)
2)

3)
4)

5)
6)
7)

6 ; pardmetro a estimar
X1,X2,...,Xn; N Observaciones muestrales de una poblacidn cuya
funcion de densidad es g(x/0).

A A

0. un estimador de 6 y como tal variable aleatoria, 0 =9A(x1,x2,...,xn).
K=K(é, 6); es un estadistico que por ser funcién de 6 es una
variables aleatoria. K(é, 6) se elige de manera que tenga una
funcién de probabilidad conocida y tabulada.

g(K); es la funcion de densidad de la variable K( 0, 6).

1- a=P{K1 < K(é, H)S Kz}; es el nivel de confianza.

K1,K5; son los coeficientes de confianza y se obtienen de la tabla de
la distribucion g(K). Su valor depende del nivel de confianza (1—a).
Los coeficientes de confianza son funciones de (1— @), esto es, al
fijar (1— @) quedan determinados K; y K,.
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8) L,L; son limites del intervalo de confianza para estimar 6. Se
obtienen al despejar 6 en la desigualdad Kj < K(é,&)s K,, de tal
manera que L; <0 < L.. L,L; son variables aleatorias que dependen

de las observaciones muestrales y de los coeficientes de confianza y
son funcién del nivel de confianza y del tamafo de la muestra.

A

Intervalo de confianza cuando & se distribuye normal o

aproximadamente normal
Suponga & ON(6, 04). El estadistico K(8,6) que se utilizard es Z L N(0,1)

k@.0=2"% -7 on @)
o

La probabilidad de que el estadistico se encuentre entre dos valores conocidos -k, y k- es de
1—a.

En la desigualdad del primer miembro, multiplicando por (_Jé) :
P-K,0,20-62K,0,)=1-a

Luego sumando é y reordenando, queda

P(6-K,0,<0<6-K,0,)=1-a

los limites de confianza son

Li :é—KzUé; K2 :Zl—a/2

LS :g—K]_UH"; K1:Za/2
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Dada la simetria de la curva normal, en todos los casos se verifica que Z5/2 = =Z1-4/2

Figura 6.10

osea que:L; Zé—zl_a/zUé; Ls =9+21—a/20'é

Intervalo de confianza para estimar

Para estimar el intervalo de confianza para la media de la poblacion, hay que tener en cuenta
la varianza de la poblacién bajo estudio y el tamafio de la muestra.

Si la poblacién es normal de parametro (u,0), X se distribuye normal con parametro
(u, U/\/ﬁ),‘ es decir,

SiX~N(u,0) - X~N (;1,%)

El estadistico es

K(X/p) = Xa_'u = ﬁ/:/%l
X

el cual se asocia a una distribucion de probabilidad, de acuerdo al conocimiento que se tenga

de la varianza en la poblacion y del tamafio de la muestra utilizado.
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Por esto es que se tienen 3 casos: desvio conocido, desvio desconocido pero muestra grande y

desvio desconocido con muestra pequefia. A continuacion se detallan los tres casos.

si 7 es conocida,
el estadistico K(X/,u) ON(©OD

resolviendo, como se indicé anteriormente, los limites del intervalo se definen como

Lj = X ~23_g/p 0/n;
Ls = X“Lzl—a/z a/~n

Si 0 es desconocida y la muestra es grande
El estadistico se distribuye como una normal

K(X/u) ~ 2(0)

el desvio desconocido debe estimarse por

Cuando la muestra es grande S — O . Al resolver, los limites del intervalo de confianza se
definen como

R —
L =X + Z1-q/2 s/vn

Si 0 es desconocida y la muestra es pequeiia
El estadistico K se distribuye como unat

K(X, ) Ot

Trabajando desde las observaciones muestrales, se las estandariza, eleva al cuadrado y suma
para definir una variable Y

i(xi _X)z

0.2

Y



Donde Y~x2_,
Multiplicando y dividiendo por n-1:

n —_—

(X = X)? ,

i=1 1_ S 2
- (n _1)_2 DXn—l

2 n-1 o

Y =

g

En consecuencia, dada una muestra de tamano n y siendo

S X=p_ (X=ppn INOD)
0'2 g
se obtiene
(X-mvn  (X=p)n

t = Z = g = g
n-1 \/Y , S? s

n-1 D o

(n-1)

Esto significa que

t

n

_ (X=p)n

S

El nivel de confianza es: F’{K1 < % < Kz} =l-a

Donde los valores criticos k4 y k, vienen definidos por la distribucién t

Kl = tn—l;zr/2

K2 = tn—l;l—a/z

por lo tanto los limites L y L, del intervalo de confianza seran

212
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L )_( n L1-a/2 S/\/_
L n La/2 S/\/_

En resumen, la media de la muestra ( X) es usada para estimar la media desconocida de la

poblacién (U). Debido a que X varia de muestra en muestra, no es igual a la media de la
poblacion (U); es decir, existe un error de la muestra. Para reflejar el alcance de este error
muestral es Util una estimacién de intervalo en torno de X .

Tamaiio del intervalo
El tamafio del intervalo dependera de la confianza que se desee, de que contenga a la media

de la poblacién verdadera y desconocida.

Para tener una confianza de 0.95 de que la estimacién del intervalo contenga a la media de la
poblacién verdadera, la estimacion de intervalo es:

X % error de la muestra (e) = = estimacidn de intervalo de [

x+z- 2
S

Ejemplo. En el estudio del ingreso promedio de los clientes de un banco que poseen la tarjeta AA,
se obtuvo

X =79300
o =531.20

El intervalo es

% +196-L = 79300+ 19653120 =79300+32924

Vn V10

e incluye la media poblacional verdadera (pL = 831.58).
Aproximadamente el 95% de las muestras generardn una estimacion de intervalo que incluird a la
verdadera media de la poblacion.

El tamafio de la estimacidn del intervalo dependera de cuatro factores.

- nivel de confianza.
- desviacion estandar de la poblacion.
- tamano de la muestra.

- conocimiento de la desviacion estandar de la poblacion 0, =0 .
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Si la desviacion estandar de la poblacidn no es conocida, es necesario estimarla con la
desviacion estandar de la muestra, s. Si, ademas, el tamafio de la muestra es pequefio, la
estimacion del intervalo de 0.95, seria:

X*t

Sl

Donde, se reemplaza la distribucidn normal con la distribuciéon t. Si el tamafio de muestra es
grande, aun cuando no se conozca el desvio, se estima el intervalo con la distribuciéon normal

Ejemplo. En el estudio del ingreso promedio de los clientes de un banco que poseen la tarjeta AA,
se obtuvo

X =79300
s =45356
n=10

Entonces el intervalo es:

% +t-3 =79300+ 22672320 _ 79300+ 32415

Jn V10

A medida que n se vuelva mas grande, la distribucion de t se aproxima a la distribucién normal.
Por ejemplo, si n=20 = t=2.09; n=60 = t=2.00

Intervalo de confianza para la varianza de una variable con

distribucion poblacional normal

p . 2 .
El pardmetro a estimar es ahora 0“ y su estimador es

Z(Xl _y)z
SZ — =l
n-1

El estadistico que se utiliza es

SZ
K(S*/o®) =n —1? Ox2,
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El nivel de confianza 1 — a determina los valores criticos k; y k, entre los que se encuentra el
estadistico K

82
P{Kl <(n —1)? < Kz} =1-a

para despejar 02 se deben seguir los siguientes pasos:

1. setoman reciprocas y se cambia el sentido de la desigualdad entre llaves, esto es:

0.2

i > —2
K, (n-1S?

1
K,
2. se multiplican los miembros de la desigualdad por (N —1)S2

(n—-1)S? co?< (n-1)S?
KZ B B Kl

2

El intervalo de confianza para estimar g“ con nivel de confianza 1 — a sera

_ 2 _ 2
P —(n2 DS sazs—(nzl)s =1l-a
/\/n—l;l—a/z /\/n—l;a/2

K1 y K2 son valores particulares de )(2 gue vienen determinados por el nivel de confianza

1 — a deseado y se encuentran en la tabla
— 2
Kl - /Yn—l;a/Z

— 2
K2 - /Yn—l;l—a/Z

Los limites del intervalo se definen

_ 2
L = (n2 DS
Xn—l;l—a/z
_ 2
L _(h-1S

S

2
X n-La/2
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Ejemplo. Por requerimiento del Departamento Técnico de la empresa INTI SA se desea estimar
un intervalo de confianza para la varianza del llenado de las botellas de una bebida gaseosa a un
nivel de confianza de 0.95. Se conoce que el llenado de las botellas se distribuye
aproximadamente normal. Se toma una muestra de 19 botellas al azar con los siguientes
resultados.

2
i

3

=X -1852dc® X2 =35458dc

. ) . 2
El intervalo de confianza para la varianza, O~ , es:

P (n-1)S? Py (n-1)S?

SO°<-—; =l-a
/\/n—l;a/Z

2
/\/n—l;l—a/z

. L 2
El enunciado del problema no indica el valor de S, pero ofrece algunos resultados para la
variable bajo estudio que permiten su calculo.

S () -XF  Yx2-nx?
Si SZ — =l — =l
n-1 n-1

Reemplazando el resultado de la suma y de la suma de los elementos cuadraticos

3545.8—19(185'2
19

jZ
S? = = 9670

18

La distribucion chi cuadrado con 18 grados de libertad, para un nivel de confianza de 0.95, arroja
los siguientes estadisticos:

X nz—lia/Z =X is:oozs =823
Xi r‘2—1:1—61/2 =X i8;0975 = 3153

Reemplazando el valor de S2 y los valores criticos de la distribucién y2en el intervalo de

confianza
* *

P[lB 96.70 <o?< 18 9670) - 095
3153 823

P(5526< o® < 21149)= 095

El resultado indica que la variabilidad en el llenado de las botellas de una bebida gaseosa se

encuentra entre 5526dc?®y 21149dc?
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Intervalo de confianza para la diferencia de medias

El pardmetro a estimar es la diferencia en las medias de dos poblaciones, (/1 — . Para
realizar la estimacién se cuenta con muestras provenientes de ambas poblaciones de las cuales

se obtienen las respectivas medias, X, y X,.

Se sabe que si las muestras son independientes, )?1 y )?2 son independientes, entonces

1) E()_(l _yz) = E(yl) —E(Yz) =W - U,

2 2
2) V(X, = X,) = V(X)) +V(X,) = 2L + 2
n n,

_ 2\ 2
3)si X, ON| 14, 9 y X, UN| 1, 92 , entonces
n n,

>_(1—)_(2 ON 14— 1,

Al igual que en el caso de intervalos para la media, f, se deben considerar intervalos

alternativos de acuerdo al conocimiento que se tenga de las varianzas en cada poblacién y al
tamafio de muestra utilizado. A continuacion se detalla cada uno de los casos.

Caso 1. 0’12 y 0’22 conocidas,
Cuando las varianzas son conocidas en ambas poblaciones, se utiliza un estadistico Z L N (01)

7= Y1—)_(2 _ (:ul _ :uz) y1—

X, _(:U _:uz)
a-yl_yz Ui +iZZ
n n,

Operando de la misma manera que en los casos anteriores, los limites para estimadores que se
distribuyen normal para la diferencia de dos medias de poblaciones con varianzas conocidas se
definen como

P(z,<z<z,)=1-a

Remplazando Z por su igual
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plz, e XXl tt) 7 |21 g

1= 2 2 2
\/01+‘7z

n. N,

2 2 — —
Multiplicando por — ’2—1 + :—2 y sumando (X; — X,), se tiene el intervalo de confianza 1 —
1 2

para la diferencia de las medias de dos poblaciones
2 2 2 2
T < (o} g. > < (9} g
Pl {(X_X,)-Z /—1+—2S -, <\ X X, |+Z L +-2 |=1-qa
( 1- 2) 1_% n, n, o~ ( 1- 2) 1—% n, n,

De modo que los limites seran:

2 2

—Y Y Ul 0-2
L=X.X,-Z , /—+—
2 n1 n2

2 2

VARV g, g.

L =X, X,+Z , [“L+22
SN N

Caso 2. 012 y 022 desconocidas y muestras grandes.

Los estimadores de las varianzas poblacionales, 512 y S%, tienden a O'f y 0‘%,

respectivamente, por lo que el estadistico K se distribuye como una normal tipificada.
Entonces:

7= X1—i2 - (lul _:uz)

2 2
Si1+572
nl n2

Teniendo en cuenta lo desarrollado anteriormente, el intervalo de confianza se plantea

2

P ()_(1‘)_(2)_2 a _+islu1_:uzs(yl—yz)+z S—12+i =l-a

De modo que los limites vienen determinados por
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Caso 3. 012 y O'% desconocidas pero iguales y muestras pequeiias.

En este caso se debe utilizar la distribucién de probabilidad t, que es el cociente entre una
normal y la raiz cuadrada de una chi cuadrada dividida por sus grados de libertad. Al tener dos
muestras provenientes de dos poblaciones, el estadistico Z se define como

Z(0) = X - Xzz_ (lulz_:uz)
g .9
nl n2

La x? relaciona las varianzas de la muestra con las de la poblacién teniendo en cuenta que la

suma de variables chi cuadrado dan por resultado otra chi cuadrado.
2 2 2
= +
Xgl XnH an,l

Utilizando el estadistico definido en el célculo del intervalo de confianza para la varianza, se
tiene que, la ¥ que reune las dos muestras provenientes de las dos poblaciones se definen
como:

s2
X; =(n _1)0__12"'(”2 ) P

S _(n,-DsP+(n,-Ds
g

2 ny+n,-2

Esto significa que t, ,, , =

_Z(0h) _
ny+n,—2
Xoin (n,—Ds? +(n, -1)s;
n +n,-2 o’

n +n,-2



Simplificando en la expresidn anterior VJo? queda
X, =X, _(/'Il _/Jz)

1 1

B R

n m

J(nl ~1)s? +(n, ~1)s?

n,+n,-2

Luego, multiplicando extremos por medios

t ., = >_(1_X2_( 1_,U2)
M g, [(0,-Ds? + (n, ~D)s3
nn, n,+n,—-2

Se obtiene el estadistico que permite hallar los limites

L =% -, -t \/nﬁnz (n, ~Ds? + (n, ~1s}
: np+ny-21-

nn, n,+n,-2

L =X, +t a\/nnnz (n, ~Ds? +(n, ~D)s;
n;+n,-2;1-—

nn, n +n,-2

De modo que, la probabilidad sera

f— — — 2 —
Pl (X, - X,)-t 21g\/”ﬁ’”z (n,=Ds +(n, Vs
Ny, =21

nn, n+n,-2

St S

- o n,+n, (n, —1s? +(n, -1s?
(Xl—X2)+t JALEAL (n,—Ds; +(n, =Ds,
n#n=21-—\| nNjn, n +n,-2

2 2 . . -
Caso 4. 07 y 05 desconocidasy distintas en muestras pequeiias.

Si g7 y 07 son desconocidas y distintas, la distribucion de

220
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k:)_(l_yz_(lul_/’[Z)

2 2
i+i
nl n2

Depende de 012/022 y, en principio, K no puede utilizarse para el calculo del intervalo; en su
lugar existen diferentes soluciones al problema. Una de ellas se debe a Hsu y consiste en
aproximar la distribucién por una t con grados de libertad fijadas en el minimo (nl, nz)—l

obteniéndose el intervalo

Para cualquiera de los casos, si en su recorrido el intervalo de confianza contiene el cero, las
poblaciones bajo estudio presentan valores iguales para las medias de la variable en
consideracion; y, cuando no lo contiene, son distintas.

Ejemplo. Para un determinado producto de consumo popular, el promedio de ventas en una
muestra de 10 comercios fue de $342500 con un desvio estimado de $20000. Para un segundo
producto, el promedio de ventas en una muestra de 12 comercios fue de $325000 con un desvio
estimado de $17500.

Se supone que los montos de las ventas por tienda tienen una distribucion normal para ambos
productos. La Cdmara Empresaria quiere saber, a un nivel de confianza de 0.95, si hay diferencias
significativas en el nivel promedio de ventas por comercio.

La informacidn brindada en el enunciado puede ordenarse de la siguiente manera

Producto 1 Producto 2
Ventas promedio )7 342500 325000
Variabilidad S 20000 17500
Tamafio de la muestra n 10 12

Dado que no se conoce el desvio en la poblacién y la muestra es pequefia, debe aplicarse el tercer

Caso:
= = n,+n, (n,-Ds? +(n, -1s?
F) )( __)( __t 1 2 1 1 2 2 < — <
(x.-x.) nm-22-5 | nyn, n,+n, -2 o He
— = n,+n, (n, -1s? +(n, -1)s>
(Xl_X2)+t e 2 (N, =Ds; +(n, -Ds; -1-q
e U n,+n,-2

La distribucién t, al nivel de confianza de 0.95 y con 20 grados de libertad, tiene los siguientes
estadisticos:
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tn1+n2—2;1—a/2 =t 16 12 2,0975 =t 20,0975 =% 2086

El error es igual a:

2 2
e=t n, +n, (N, —s; +(n, -Is,
n1+n2—2;1—% nn, n,+n, - 2

_ 10+129* 20006 +11* 17506
=+208
10*12 10+12-2

=+2.0860/63880208

=+1667238

Reemplazando en el intervalo de confianza

P((342500-325000-1667238< 11, — 11, <
(342500-325000+1667238) =1- o

P(17500-1667238< g, — 1, <17500+1667238) = 095

P(82763< y, — 1, <3417238) = 095

El intervalo de confianza alcanzado indica que el producto 1 tiene un promedio de ventas mas
elevado que el producto 2.

Intervalo de confianza para el cociente de varianzas poblacionales

Al igual que con la diferencia de medias, el cociente de varianzas se utiliza para comparar dos
poblaciones. Si el intervalo de confianza contiene el 1 se considera que las dos poblaciones son
iguales y si no lo contiene, son distintas.

El pardmetro a estimar es J§ /012 y las poblaciones bajo estudio deben ser normales.

En cada una de las poblaciones se toman muestras, de tamafio N1 y N5, con las cuales se
. 7 . . 2 2 . 7 .
estimara el cociente de varianzas (02/01) a partir del célculo de las varianzas de cada

muestra (s? y s2).

En el intervalo de confianza de la varianza el estadistico a utilizar se distribuye y? con n-1
grados de libertad

_ S* e
K_(n_l) 2 |:|)(n—1
g

En el cociente de varianzas, se tiene un cociente de y? que da por resultado el estadistico F
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SZ
(n, —1)
— (nl_l) 28120.22
il o, _1)52 Sio?

El intervalo de confianza entre dos valores criticos que garantizan la probabilidad 1 — a se
define como

2
P K, < Slz — 22K, |=1-a
So.

de donde resulta

2 2 2
PlK, 2<% <K, |z

K1y K2 se encuentran en la tabla F y estdn asociados a la confianza 1 — a

K,=F

n-Ln,-La/2

K 2 = Fn1 -Ln,-11-a/2

los limites del intervalo son

2

L=F o ,—2
n-Ln,-La/2 S_LZ

_ S
Ls - Fnl—l;nz—l;l—a/z §

De modo que la probabilidad

S . S ).
P(Fnl -Ln,- 1a/2§50__:25 Fnl—l;nz—l;l—a/2§ =l-a

Ejemplo. Se utilizardn los datos del ejemplo de intervalo de confianza para las diferencias de
medias.
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Producto 1 Producto 2
Ventas promedio )7 342500 325000
Variabilidad S 20000 17500
Tamafio de la muestra n 10 12

Para calcular el intervalo de confianza de la diferencia de varianzas, en las ventas promedios de dos
productos, se utiliza el intervalo
2 2 2
P( I:r\l—l;nz -La/2 % = % = n-Ln,-11-a/2 %j =l-a
1
Los estadisticos de la distribucion F para 9 grados de libertad en el numerador y 11 grados de
libertad en el denominador, para un nivel de confianza de 0.95, son:

1 1

Fnl—l,nz—];a/z = Fg;onozs = = 391
119,0975

Fo-in,-11-a72 = F 9110075 = 359

Reemplazando en el intervalo de confianza

1 17506 o7 17506
<22<

—— ———<—=<359—— (=095
39120006 o7 2000G

2
Pl 0.1958< 122 < 2.7486|= 095
Jl

Esto significa que las varianzas son iguales

Intervalo de confianza para estimar la proporcion de ocurrencia de un

evento en la poblacion

Se utiliza para variables cualitativas y permite conocer la frecuencia con la que se presenta un

evento en la poblacién. El parametro @ =71 y el estimador & =p; es decir, la frecuencia con

la que se presenta en la poblacién (1) y con la que se presenta en la muestra (p).

El estadistico k= k(p/n) tiene asociado una funcién de densidad g(k) conocida de igual

manera que con la estimacion de la media poblacional

- b-n

~ [pli-p)
n
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Generalmente no se conoce el desvio en la poblaciéon por lo que se estima a partir dell

resultado de la muestra ,/ p—il— pj/n

El intervalo de confianza (1 — a) para el estadistico K se define asociando los valores criticos
kqy k, oportunos

<k, [=1l-a

Resolviendo como se realizd anteriormente

P[k“,—p:lr: p‘ Sp-77Ts sz,—pzlr: ij:l—a

El intervalo de confianza para estimar la ocurrencia del evento en la poblacién con una
probabilidad 1 — a se define asi

P{p—kz,/p(ln_p) <<p+k, /p(ln_p)le—a

Sin es grande (n > 30) k~ N (0D

Sines pequefia (N<30) k~t,

Intervalo de confianza para la igualdad de proporciones poblacionales
El pardmetro O=m =my ~ 1M~ =0

Estimador 0=p1 =p2

Para cada una de las muestras tendremos

E(p,) =m, V(py) = pl(ln_pl)
1
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E(p,) =1, V(p2)=p2(i_p2)
2

Esto significa que
E(pl - pz) = E(pl) - E(pz) =7, T

(1_p1) + pz(l_ pz)
n, n,

V(p, ~p,) = V(p,) + V(p,) = ™1

Si N, y N; son mayores que 30 (p1 —p2) ~ N(l‘[1 - 7'[2;0”1_“2)

La variable estandarizada sera

K = p1_p2_(771_772)

p1(1_p1) + P, (1_ pz)
n, n,

n, n,

(pl _pZ)_kl\/pl(ln_ pl) + P, (:::]_ pz)] =1-a

P((pl_pz)_kz\/pl(l_pl) + pz(l_pz) <7 -7, <

Berenson y Levine (1993) definen la diferencia entre dos modalidades de la misma variable.
Para esto genera una estimacién total de la proporcién de la poblacion combinando las
proporciones muestrales; define el valor

__Pitp
P ny +n,
La varianza de este valor p es
_ /1 1
s - (L +L)

ny np

Y el intervalo de confianza
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6.6 Pruebas de hipotesis

La prueba de hipdtesis, también conocida como docima o contraste de hipdtesis, proporciona
una oportunidad para analizar la informacién. Cuando un hallazgo empirico emerge del andlisis
de informacién basado en una muestra, una hipdtesis sencilla debe ocurrirsele a todo
investigador:

¢Representa el hallazgo empirico solo un accidente de muestreo?

Una hipdtesis estadistica es una conjetura con respecto a uno o mas parametros poblacionales
y el método de contraste es el que permite tomar decisiones en base a datos muestrales y
riesgos conocidos.

La prueba de hipétesis, o contraste de hipodtesis, consiste en:

1. Formular hipétesis nula, Hg
2. Formular hipétesis alternativa, Hq
3. Establecer nivel de confianza para Hg

4. Definir estadistico de contraste
5. Aplicar regla de decision

La hipdtesis nula indica que en la poblacién no se han producido cambios y la hipédtesis
alternativa es una afirmacion que enfrenta lo establecido por la hipdtesis nula. Se fija un nivel
de confianza 1— @ de que la hipdtesis nula sea cierta. Este nivel de confianza fija los puntos
criticos dentro de los cuales se acepta o se rechaza la hipétesis nula.

Tipos de docima

Pueden plantearse tres situaciones:
Décima bilateral
Ddcima lateral izquierda

Décima lateral derecha
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Dé6cima bilateral

En la décima bilateral, las hipdtesis nulas se plantean con igualdades entre el parametro a
docimar y un valor particular que puede alcanzar este parametro. La hipotesis alternativa
contradice a la nula y siempre se plantea como desigualdad.

H,:6=6,
H,:0%6,

Zona de rechazo de
Hipdtesis Nula

al2

Zona de rechazo de
Hipotesis Nula

a/2

Zona de Aceptacién de
Hipdtesis Nula
-

Figura 6.11

Los estadisticos de contraste, K; y K,, son los puntos criticos que definen la regién de
aceptacidn y de rechazo de la Hy y se obtienen de la distribucién de probabilidad asociada a la
prueba al nivel de confianza 1— @ fijado. @ es la probabilidad de rechazar la Hgo siendo
cierta. Esto se lo conoce como Error tipo I. Si se acepta la Hg siendo falsa se comete el Error

tipo Il'y se lo conoce como [3, esto es la Potencia de la prueba.

De acuerdo al valor del estadistico empirico y a los valores que delimitan la zona de aceptacion
y la de rechazo se concluye en aceptar la Hy o en rechazarla. La caracteristica de la décima
bilateral es la de centrar la probabilidad de la zona de aceptacién, de modo que la zona de
rechazo quede dividida en dos partes conteniendo los valores extremos.

Doécima lateral

Las ddécimas laterales palntean la hipdtesis nula como desigualdad y la alternativa es otra
desigualdad que complementa y opone a la hipdtesis nula. La zona de aceptacidon no esta
centrada y la zona de rechazo se reldne en una sola cola.

Cuando es lateral izquierda:

Ho:HZGO
H1:5<00
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Zona de rechazo de
Hipétesis Nula

Zona de Aceptacion de
Hipotesis Nula

1-a

K1 Figura 6.12

Cuando es lateral derecha:

HoigSgo
H1:9>90

Zona de rechazo de
Hipotesis Nula

Zona de Aceptacion de

Hipétesis Nula @

1-«a

K4

Figura 6.13

En la Figura 6.14 se reunen las diferentes situaciones de pruebas de hipdtesis, para variables
cuantitativas, con el estadistico a utilizar.

Ejemplo. Un grupo de investigadores esta interesado en conocer la concentracién de una enzima
en cierta poblacion de seres humanos. Toman una muestra de 20 individuos de la poblacién bajo
estudio y calculan que la media muestral es de 22 y la varianza muestral s*> = 45 . Se supone que
la muestra proviene de una poblacién que sigue una distribucién normal con varianza
desconocida. Los investigadores saben que, habitualmente, los niveles de concentracion de esta
enzima en las poblaciones es de 25. Una hipdtesis a ser investigada es que los niveles de
concentracion de la enzima en esta poblacion es distinto de 25.

1. Suponga, la Hipdtesis Nula de que la concentracidon de enzima es igual a 25 y que si todas las
personas de la poblacién fueran contactadas, se encontraria que el nivel de enzima es 25.

Ho:y:25
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Décima Estadistico

Media con O poblacional 7 — X —H ~ N(O 1)

conocida U/\/ﬁ

Media con 0'2 desconocida, n 7 — X —H ~ N(O 1)

grande S/\/ﬁ

Media con 0'2 desconocida, n t = X —H _

= T
pequeiia, probabilidad Normal S/\/H n-1
=71
z=_PF
- 1-m
Proporcion
n

Diferencias de medias con 0'2 2 2
conocida y n de cualquier tamafio +

. . . 2
Diferencia de medias con O
desconocida muestras grandes

X1 = Xo =ty — o)

Diferencia de medias, o’ t= 5 - tn1+n2—2
desconocida pero iguales y n niy+nsy (nl —1)81 +(n2 —1)52
pequefio

ni{no ng+n, — 2

X, =X, =4, —H
— 1 2 1 2
Diferencia de medias, 0'2 t= ( )~
desconocida y distintas, n

t

minimo (ny,n, )-1

pequeiio
—pp -y -1
K=_ P17P2 (ry -15) ~N(0,1)
Igualdad de Proporciones p1(1 - pl) + p2(1 - pz)
ny n>
2
2 _ S 2
0" de poblacién normal W = (n _1)_2 - Xn—l
g
st 03
Igualdad de varianza 5o ~ Fnl—l;nz—l
S2 01

Figura 6.14. Estadisticos para la décima
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2. Otro argumento, que serd denominado Hipdtesis Alternativa, es que la concentracion media de la
enzima de la poblacién es diferente de 25. Es importante destacar que se estd identificando la
hipdtesis alternativa con la conclusion a la que se quiere llegar, de manera que, si los datos permiten
rechazar la hipdtesis nula, la conclusidon de los investigadores tendra mayor peso, dado que la
probabilidad complementaria de rechazar una hipétesis nula verdadera es pequefia.

Hl: MHE25

Pero, équé tan convincente es la evidencia? Después de todo, solo se conocen los resultados de una
muestra de 20 personas. La diferencia entre 25 (el nivel de concentracion de enzima conocido), y 22
(el promedio de la muestra), podria ser mas bien un caso de error de muestreo que diferencias

reales en la existencia de enzimas en la poblacion.
3. Para evaluar la evidencia estadisticamente, se establece una probabilidad denominada nivel de

confianza (1— 0‘) de 0.95 (6 95%) de que la hipdtesis nula es verdadera; es decir que, el resultado

es sélo una opinién parcial o sea un accidente de muestreo.

4. A continuacion, se debe definir un estadistico que permita contrastar la hipétesis nula a un nivel
de confianza de 0.95. Dado que no se conoce el desvio de la variable en la poblacién y que la Unica
informacion con que se cuenta es la muestral y el tamafio de muestra es menor a 30, el estadistico a
utilizar es:

_X—p_ 22-25 __
= e 200

donde, t es un estadistico con distribucion t de Student y refleja, en unidades tipificadas, en cuanto

difiere la media de la muestra X de la media de la poblacién i .

El valor tedrico obtenido de una tabla de distribucidn t de Student para 19 (n - 1) grados de libertad y
para un valor o de 0.05, es t = 2.093
Luego, se compara el valor empirico de este estadistico con el valor tedrico

5. La regla de decision es, acepte la hipdtesis nula, al nivel de confianza establecido, si el valor
empirico de t es, en valor absoluto, menor al valor tedrico. Caso contrario se debe rechazar.

Zona de rechazo de

Hipotesis Nula Zona de rechazo de

Zona de Aceptacion de Hipotesis Nula

Hipotesis Nula

/2 =0.025
a/2 =0.025

1-a=0.95

-2.093 -2.0 2.093
Figura 6.15

En este caso, se debe aceptar la hipotesis nula, es decir que no basta la evidencia de la muestra
para decir que la poblacién tiene una concentracién de enzima diferente a 25.
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Ejemplo. El fabricante de un medicamento afirma que el mismo es efectivo en el 90% de los
casos 0 mas en que se aplicd para aliviar una alergia. En una muestra de 200 pacientes se
encontré que produjo alivio en 160 casos. ¢éSe justifica la afirmacion del fabricante a un nivel del
1%?

Este caso se corresponde con una docima lateral derecha donde:
Hg : M <90
Hq:M >90

En la muestra el estimador es:

0=260 _5 80
200

Dado que la muestra es grande, n=200, el estadistico a utilizar es una Z [ N(0,1). Al nivel de

confianza de 0.99, el valor critico de la distribucién normal es 2.33. Este divide la zona de
aceptacion de la zona de rechazo de la hipdtesis nula.

Zona de rechazo de

Zona de Aceptacion de Hipétesis Nula

Hipétesis Nula

a =0,01
1—a=0.99

Figura 6.16 2.33

Para realizar el contraste se debe calcular el valor empirico del estadistico Z.

s __P-n__080-090_ -01

= = =-4.7148
\/ {1- 71) \/ 090*01 002121
n 200

El valor empirico cae en la zona de aceptacién de la hipdtesis nula. Esto significa que la
efectividad es menor a 0.90, por lo tanto el fabricante no tiene razon.

También es valido calcular el intervalo de confianza para la hipétesis nula y ver a qué region
pertenece el valor muestral. El conjunto de hipdtesis se mantiene:

H, 1M <90
H,:M >90

Debe calcularse ahora el limite superior del intervalo

L =n+z,/0=M) @-n)_ 090+ 233*0,0212= 0949
n

El valor de 0.949, para el limite superior del intervalo, separa la zona de aceptacion de
la zona de rechazo de la hipétesis nula.



Zona de Aceptacion de
Hipétesis Nula

a =0.01

11— =0.99

Zona de rechazo de
Hipétesis Nula

0.80 0.95

Valor de prueba Valor critico
Figura 6.17

El valor empirico, o valor de prueba:

_ 160

p==—=080

20C

cae en la zona de aceptacién de la hipdtesis nula.
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Ejemplo. Al asignar subsidios federales entre distintas localidades, una determinada ciudad se

clasifico como area de renta elevada. Las autoridades locales se mostraron disconformes vy

presentaron pruebas, basada en una muestra aleatoria de 25 familias, de que la renta familiar

media de la ciudad era de $7145 y se encontraba en niveles similares a la media nacional. Un

estudio a escala nacional indicé que la renta familiar media era de $6500 y la desviacién estandar
$920.

éSon consistentes los resultados muestrales presentados por las autoridades locales con su

afirmacién de que la ciudad bajo analisis no es mas prdspera que las demas ciudades similares del

pais?.

1. el parametro a docimar es [/, representa la renta familiar promedio

2. la poblacién es normal ¢ = 6500

0 =920

3. H,: £ =6500

4.

H, : 1 # 6500

Se conoce el desvio de la variable en la poblacién, aun cuando la muestra es pequeiia, el

estadistico se distribuye normal

— \ _ _X-u
|<(x,u)-z_T

X
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5. El nivel de confianza 1—& = 095. Con este nivel de confianza y la distribucién normal, la zona

de aceptacion de la hipétesis nula se encuentra entre los valores criticos —1.96 y 1.96

Zona de rechazo de
Hipétesis Nula

Zona de rechazo de

Zona de Aceptacion de Hipotesis Nula
a/2=0.025 Hipétesis Nula

a/2=9.025

1-—a=0.95

Figura 6.18 -1.96 1.96

6. El valor empirico del estadistico Z es

7 = X —6500_ 7145-6500_ 351
184 184

*
7. Z es mayor a 1.96, se rechaza la HO y se concluye que los ingresos medios de esta ciudad son

diferentes al de otras ciudades similares.

También es valido en el punto 6 calcular los limites del intervalo de confianza

X =+7-% +6500=+196* 184+ 6500
Jn

X;=613936 X, =686064

El valor muestral X = 7145 cae en la zona de rechazo de la hipétesis nula por lo que la
afirmacién de las autoridades locales no es cierta.

Gomez Villegas (2005) comenta que Fisher y el binomio Neyman y Egon Pearson fueron los
que contribuyeron a la creacién y desarrollo de la estimacidon mediante regiones de confianza.

Ronald Fisher nacid el 17 de febrero de 1890 en East Finchley (Londres), en 1909 obtuvo una
beca para el Caius College de Cambridge donde se diplomd en 1913. Alli estudié matematica,
mecanica, biometria y genética. En 1912 publicé el primero de sus 395 articulos en el que
introduce un criterio para ajustar curvas de frecuencia, siendo el germen del método de
maxima verosimilitud; apoyado en la funcién de verosimilitud, obtiene la distribucién fiducial
que constituye su aporte a la determinacién de las regiones de confianza. Un trabajo publicado
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en 1915 sobre la distribuciéon del coeficiente de correlacién le dio fama en la comunidad
cientifica y lo puso en contacto con Student. A la jubilacidn de Karl Pearson en 1933, se ocupa
del Departamento de Eugenesia en el University College. Fue catedratico de genética en
Cambridge, entre 1943 y 1957, afio en que se traslada a Adelaida (Australia), donde muere en
1962. En los afios 20 desarrolla el disefio de experimentos y la teoria de la estimacion
estadistica. Establecid la distincion entre muestra y poblacién e introdujo los conceptos de
suficiencia y anciliaridad, definid la cantidad de informacién que lleva su nombre, desarrollo el
método de estimacion de la maxima verosimilitud y obtuvo las propiedades asintéticas del
mismo.

La abundante produccion cientifica no le impidid participar en varias instituciones estadisticas;
fue presidente de la Royal Statistical Society, de la Sociedad de Biometria y presidente del
Instituto Internacional de Estadistica. Ademas de esto, tuvo tiempo para polemizar con
algunos colegas.

Jerzy Neyman nacié el 16 de abril de 1894 en Bendery, Rusia, en el seno de una familia de
origen polaco. Durante la revolucién rusa de 1917 a 1921 su vida corre peligro por lo que se
traslada a Polonia donde obtiene un doctorado en 1923. En 1924 obtiene una beca para
trabajar en el University College de Londres bajo la direccidn de Karl Pearson, alli coincide con
Fisher y Egon Pearson, hijo de Karl. En colaboraciéon con Egon Pearson y Fisher desarrolla la
teoria de contrastes de hipétesis y de la estimacion por regiones de confianza hasta que choca
con este Ultimo. En 1934, Egon Pearson le propone un puesto de profesor en el University
College que ocupa hasta 1938 cuando se traslada a la Universidad de California en Berkeley,
para crear el Departamento de Estadistica. Muere en Berkeley el 5 de agosto de 1981. Se
interesé en teoria de la probabilidad, fisica estadistica y procesos estocasticos; quizds su
contribucidon estadistica mas importante fue la creaciéon de los tests estadisticos -en
colaboracién con Egon Pearson- y la elaboracidn de la moderna teoria de muestras.

La ruptura entre Fisher y Neyman se produce por las diferencias entre la aproximacidn fiducial
y la de regiones de confianza. Neyman nunca respondio a las criticas, salvo en 1961 cuando
celebrd las bodas de plata de su disidencia con Fisher.

Ross (2007) considera que el concepto de nivel de significacién se debié originariamente al
estadistico inglés Ronald Fisher, quien formuld el concepto de hipdtesis nula como aquella que
uno intenta desacreditar. En palabras de Fisher “Puede decirse que todos los experimentos se
disefian para poder asignar una probabilidad al hecho de que los resultados se opongan a la
hipétesis nula”. La idea de la hipdtesis alternativa se debe a los trabajos conjuntos del
estadistico de origen polaco Jerzy Neyman y de su habitual colaborador Egon Pearson (Hijo de
Karl). Fisher no aceptd la idea de especificar una hipdtesis alternativa, considerando que en la
mayoria de las aplicaciones cientificas no era posible especificar las alternativas; esto dio
origen a una gran disputa entre Fisher, por un lado, y Neyman-Pearson, por el otro. Debido
tanto al temepramento de Fisher, al que no le gustaba demasiado explicar las cosas, como al
hecho de que éste ya mantenia una discusidn previa con Neyman sobre los beneficios relativos
de los estimadores por intervalos de confianza, propuestos por Neyman, frente a los
estimadores de confianza fiduciarios (hoy en desuso) propuestos por Fisher, la disputa se
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convirtié en extremadamente personal y mordaz. En una ocasidn, Fisher calific la posicién de
Neyman como “terrorifica para la liberta intelectual en el mundo occidental”.

Fisher es famoso por sus disputas cientificas, también mantuvo un acalorado debate con Karl
Pearson acerca de los méritos de dos procedimientos diferentes para obtener estimadores
puntuales, conocidos como el método de los momentos y el método de Ia
maximaverosimilitud, respectivamente. Fisher, que fue el fundador del drea de la genética de
poblaciones, también discutiéd con Sewell Wright, otro influyente genetista de poblaciones,
acerca del papel desempefnado por el azar en la determinacion de las frecuencias de genes
futuras. Curiosamente, Wrigth mantuvo que la causalidad era el factor clave en los proceso de
evolucidn a largo plazo.

CASOS DE ESTUDIO, PREGUNTAS Y PROBLEMAS
Caso 6.1: Edades y Estaturas

Mediciones realizadas en cursos de Inferencia Estadistica informaron las edades y estaturas de
los integrantes. La tabla redne la informacidn del tamafio de muestra y las medidas promedio

Curso afio 1998 Curso afio 2007
Infere'nc.|a n=12 n=12
Estadistica

Edad Estatura Edad Estatura
Media 20.3750 1.73125 21.8330 1.70500
Desvio 2.2500 0.09258 4.8586 0.09719

Obtiene para cada curso, con un nivel de significacion del 0.05,

- elintervalo de confianza para la media
- el intervalo de confianza para el desvio

éHay similitudes entre las dos poblaciones? ¢Porqué? Indique si es necesario obtener
informacién adicional

Con un nivel de significacién de 0.05, pruebe la hipdtesis de que la estatura promedio de los
cursantes 2007 de Inferencia Estadistica supera 1.71cm.
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Caso 6.2: Actividad Economica en Rio Cuarto

La actividad del comercio minorista, excluido los sectores de alimentos y bebidas y textil,
comprende alrededor del 18% de las empresas de la ciudad. Una encuesta realizada por
muestreo estratificado, entre 1998 y 2004, permitid monitorear la evolucion de las ventas del
sector; esta informacion se retine en la tabla.

Los estratos se definieron en funcidn de la venta mensual que realizara la empresa

- Hasta $100000
- Mas de $100000

Evolucién de ventas del sector comercio minorista

Empresas con ventas hasta $100.000 Empresas con ventas mayores a $100.000
Fecha Media Desvio n N Media Desvio n N
Julio 98 10290,33 7316,15 11 | 1014 459803,80 428747,81 20 | 40
Julio 99 9235,69 7752,72 11 | 1023 467755,06 400134,52 20 40
Julio 00 10470,89 7211,74 11 | 1059 437535,36 395982,72 20 | 40
Julio 01 6833,18 5696,52 11 | 1078 244791,27 230112,77 20 40
Julio 02 16613,58 14523,07 12 | 1054 251042,89 234032,71 20 | 40
Julio 03 18865,16 18848,22 13 | 1128 354017,00 309265,69 22 40
Julio 04 32928,64 30721,44 13 | 1230 526558,14 426254,49 22 | 40
(*) Excluye los sectores alimentos, bebidas y textiles.
FUENTE: Indice de Evolucion Econdmica. Programa Institucional de Investigacion y Extension. Facultad de
Ciencias Econémicas. Universidad Nacional de Rio Cuarto.

Con un nivel de confianza de 0.90, calcula para el mes de julio de 2004

- Elintervalo de confianza para la media poblacional
- Elintervalo de confianza para el desvio poblacional
Estima las ventas totales del sector comercio minorista para el mes de julio de 2004.

¢Hay diferencias significativas en los niveles y la variabilidad de las ventas de julio de 2004
respecto de las registradas en julio de 1998?

Caso 6.3: Demanda de diario regional

Una editorial del interior del pais realiza un estudio con el objetivo de estimar la demanda
semanal de un nuevo diario regional. Los resultados que arroja el estudio, sobre una muestra
de 400 casos, se resumen en las tablas que se adjuntan.



Le gustaria un diario regional?

Regidn de cobertura del nuevo diario Sl 87,67
Total de habitantes 101289 NO 5,02
Total de hogares 27980 Ns/Nc 7,31
FUENTE: INDEC. Total de hogares que leen 100,00

FUENTE: Encuesta de opinién. Estudios &
Mercados Consultora. Diciembre 2003.

Habitos de los hogares hacia la lectura de diarios

Cudndo lee el diario? Para leer el diario...

(en % sobre el total de hogares) (en % sobre el total de hogares que leen)
Todos los dias (5 a 7) 8,5 Lo compra 55,25
Algunos dias (2 a 4) 21,0 Se lo prestan 25,11

Fin de semana 7,5 Lo lee en su trabajo 10,96
Algunas veces 17,25 De otra forma 8,22

De otra forma 0,25 Ns/Nc 0,46

Ns/Nc 1,75 Total de hogares que leen 100.00

No lee diarios 43,75 FUENTE: Encuesta de opinion. Estudios &
Total de hogares 100.00 Mercados Consultora. Diciembre 2003.

FUENTE: Encuesta de opinion. Estudios &
Mercados Consultora. Diciembre 2003.

Los directivos de la editorial necesitan que realices una estimacién por intervalo de confianza,
con un nivel de significacién del 0,05, del numero promedio de diarios a vender por semana.

El responsable del diario afirma que editara un nuevo diario regional si tiene evidencias
empiricas suficientes que le garanticen, con un nivel de significacién del 0.10, que el 75% de los
hogares compran habitualmente algun diario.

Preguntas

éPorqué la proporcion de 0.5 en una variable dicotdmica se corresponde con una varianza
maxima? Demuestre.

Problemas
6.1. El gerente de control de calidad de una fabrica de lamparas eléctricas desea estimar la
duracion promedio de un embarque de lamparas (focos). Se selecciona una muestra aleatoria
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de 64 focos. Los resultados indican una duracién promedio de la muestra de 540 horas con una
desviacién estdndar de 120 horas.

Realiza una estimacion de la duracién promedio real de los focos de este embarque:

a) conintervalo de confianza de 90%,
b) con intervalo de confianza de 95%,
c) conintervalo de confianza de 99%.

Observa cdmo cambia el tamafio del intervalo.

6.2. El administrador de una sucursal de un banco de ahorro local desea estimar la cantidad
promedio que se tiene en las cuentas de ahorro de los clientes del banco. Selecciond una
muestra aleatoria de 30 depositantes y los resultados indicaron un promedio de muestra de
$4750.00 y un desvio estandar de $1200.00

a) Establezca una estimacién por intervalo de confianza del 95%, de la cantidad promedio
que se tiene en todas las cuentas de ahorro
b) Siun cliente tiene $4000.00 ¢ puede considerérselo fuera de lo normal? éPorqué?.

6.3. Una linea de colectivos piensa establecer una ruta desde un barrio hasta el centro de la
ciudad. Se selecciona una muestra aleatoria de 50 posibles usuarios y 18 indicaron que
utilizarian esta ruta de colectivos. Establece una estimacién por intervalo con 95% de confianza
de la proporcion real de usuarios para esta nueva ruta de autobuses.

6.4. De dos grupos de pacientes A y B, compuestos de 50 y 100 individuos respectivamente, al
primero le fue dado un nuevo tipo de pildoras para dormir y al segundo le fue dado un tipo
convencional.

Para los pacientes del primer grupo el nimero medio de horas de dormir fue de 8.32 con una
desviacidn tipica estimada de 0.24 horas

Para los pacientes del grupo B el nimero medio de horas de dormir fue de 6.75 con una
desviacidn tipica estimada de 0.30 horas

Encuentra los limites de confianza para la diferencia en las varianzas del nimero medio de
horas de suefio inducidas por los dos tipos de pildoras, para un nivel de significacion del 0,10 y
el 0,02.

6.5. El saldo que arroja la cuenta deudores varios en el balance general de una empresa es de
$120000. Se conoce ademas que el total de deudores es de 500. Tomada una muestra al azar
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de 50 de esos deudores se encontrd que debian en total $11900. Es confiable a un nivel del 1%
la cifra que reflejan los registros contables si suponemos poblacidén aproximadamente normal
y desvio poblacional de 100?

6.6. En una fabrica de alambres se sabe por registros estadisticos anteriores que la resistencia
media de un tipo de alambre era de 12.46kg con una desviacion tipica de 1.8 kg. Se toma una
muestra de 25 pedazos de alambre y se encontré que la media era de 31.01 y la varianza
estimada de 4.5. Como se planea efectuar una docima de la media necesitan saber si la
varianza no se ha alterado. Docime a un nivel de significacion del 5% si tal hecho ocurre.
Suponga que la poblacion es normal.

6.7. En una muestra de 400 |ldmparas producidas por una empresa dedicada al ramo se
encontré que la vida media de cada una es de 1585 horas. Se conoce ademas que la desviacion
tipica de la poblacion es de 120 horas. El Departamento de Ingenieria asegura que la vida
media de las ldmparas producidas debe ser de 1600 horas. ¢ Aceptaria Ud. esta aseveracidn a la
luz de los resultados muestrales a un nivel de significacién del 1%?

6.8. Un constructor estd considerando dos lugares alternativos para un centro comercial
regional. Como los ingresos de los hogares de la comunidad son una consideracidon importante
en esa seleccidn, desea probar la hipdtesis nula de que no existe diferencia entre el ingreso
promedio por hogar en las dos comunidades. Consistente con esta hipdtesis supone que la
desviacion estandar del ingreso por hogar es también igual en las dos comunidades. Para una
muestra de 30 hogares de la primera comunidad encuentra que el ingreso promedio es de
$35500 con desviacidn estdndar muestral de $1800. Para una muestra de 40 hogares de la
segunda comunidad encuentra que el ingreso promedio es de $34600 con desviacidon estandar
muestral de $2400. Prueba la hipétesis nula para el nivel de significacién de 0.05.

6.9. Aceros S.A. fabrica barras de acero. El proceso de produccién hace barras con una longitud
promedio de, cuanto menos, 2.8 pies cuando el proceso funciona correctamente. Se
selecciona una muestra de 25 barras en la linea de produccidn. La muestra indica una longitud
promedio de 2.43 pies y una desviacion estandar de 0.20 pies. La compafiia desea determinar
si la maquina necesita alguln ajuste. A un nivel de significacién del 5%, que decisidon tomaria?

6.10. De 100 graduados en contaduria, una muestra aleatoria de 12 estudiantes tiene un
promedio de calificaciéon de 2.70 (el maximo es 4) con una desviacién estandar muestral de
0.40. Para 50 egresados de sistemas de informacién una muestra aleatoria de 10 estudiantes
tiene un promedio de calificacion de 2.90 con una desviacion estandar muestral de 0.30. Se
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supone que las calificaciones tienen distribucién normal. Pruebe la hipdtesis de que la
calificacion promedio para las dos categorias de estudiantes es distinta utilizando el nivel de
significacién del 5%.

6.11. Se plantea la hipdtesis de que la desviacidon estandar del salario por hora de los
trabajadores a destajo en una determinada industria es de, cuanto menos, $3000. Para una
muestra de 15 trabajadores elegidos al azar se encuentra que la desviacidon estdndar es de
2000. Se supone que las cifras de ingresos de los trabajadores de la poblacién tienen una
distribucion normal. Teniendo en cuenta este resultado muestral ¢puede rechazarse la
hipotesis nula utilizando el nivel de significacion del 5%?.

6.12. Una fabrica de galletitas incorpord un nuevo proceso de elaboracién de bizcochos dulces
que les trae aparejado ciertas ventajas. Pero un detalle muy importante es el peso de las
galletas. El gerente de fabricacién desea saber el grado de variacion del nuevo proceso
respecto del anterior en cuanto a peso de cada galleta. Tomada una muestra de cada proceso

se obtuvo

n=16 n=13
16 13

DX, =31920 DY, =26130
i=1 i=1
16 13

D X? =637311 > Y =525554
i=1 i=1

Sabiendo que ambas poblaciones son aproximadamente normales. ¢Hay diferencias
significativas en cuanto a las varianzas de los pesos de los bizcochos entre ambos procesos a
un nivel de confianza del 99%?

6.13. El gerente de marketing de una cadena de tiendas de flores y plantas cree que habrd una
gran demanda de bulbos de gladiolos en las tiendas de la periferia de la ciudad durante el mes
de mayo.

Si las ventas de bulbos exceden de $100 por semana se venderdan en todas las tiendas
suburbanas de la cadena.

Se selecciona una muestra aleatoria de 16 tiendas y los resultados de la prueba en las tiendas
indicaron ventas promedio de $120 con una desviacién estandar de la muestra de $25

Con un nivel de significacidon del 1% ése deberian vender los bulbos de gladiolos en todas las
tiendas suburbanas de la cadena?
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