Capitulo 5. DISTRIBUCIONES EN EL
MUESTREO

IM

En los capitulos anteriores se establecié que el principal “material” del proceso de
investigacion econométrica son los datos y que, para obtenerlos, el investigador debe plantear
una tabla de datos de unidades de observacidon por variables. También se introdujo el
concepto de que estas variables tienen caracteristicas que las distinguen a unas de otras
(medidas de posicion y dispersidn) y poseen distribuciones de probabilidad. En este capitulo se
estudiard como aquellas medidas de posicidn y dispersion poblacionales de una variable —
denominadas parametros (media, varianza, etc.)- son estimados a partir de medidas de
posicidon y dispersién muestral -denominadas estadisticos- obtenidos en la muestra aleatoria
de las unidades de observacién. También, las condiciones estadisticas que se analizaran deben
cumplir para que los estimadores sean considerados como tal, dejando para los préximos
capitulos la forma de realizar estimaciones puntuales o por intervalo de dichos parametros y
como contrastar si los valores estimados se corresponden con los naturales de los parametros

o lo supuestos por el investigador.

5.1 ESTADISTICOS Y PARAMETROS

Hasta aqui se ha desarrollado el concepto de probabilidad y sus distribuciones asociadas,
ahora se estudia la forma en que los estadisticos de la muestra se pueden utilizar para hacer
inferencias sobre los pardmetros de la poblacion.

En la practica, una muestra de unidades de observacién de tamafio determinado se selecciona
aleatoriamente entre los N elementos de la poblacidn. Supdngase que se propone seleccionar
n unidades y que se observardn las caracteristicas X, Y y Z. La tabla de datos se puede
representar segun la figura 5.1, donde:

e Los valores x;, Vi, z, para todo i =1,..,n representan los datos que se van a
obtener cuando se lleve a cabo la investigacion;
¢ Las medidas de posicion y dispersién que se obtendran, ultimas dos filas de la
tabla, son estadisticos, por ejemplo el estadistico:
o Rim X
T on
correspondiente a la media aritmética de la variable X en la muestra y se
utilizard para estimar al pardmetro
XX
Ux = N

correspondiente a la media de la variable X en la poblacidn;
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¢ N representa el tamafio de la poblacién (son los elementos de la poblacién) y n
el de la muestra (son las unidades de observacion seleccionadas en la

poblacién).

T X Y z

1 X1 Y1 21

2 X2 Y2 %)

3 X3 Y3 Z3

[

n Xn Yn Zn
Medida de o Xl Y=Y,y Z=Y"r z
posicién X = n n n

52 52 52
Medida d 7 v 5
Medida 9l _ZhaCa—%)? | _SLoi=7? | _ Sz -2
ispersion = = =
n—1 n—1 n—1

Figura 5.1 Tabla de datos experimental

Las n unidades de observacidn se van a obtener aplicando un disefio de muestreo. A fin de
poder utilizar la media de la muestra para estimar la media de la poblacidn, se deberian
examinar todas las muestras posibles de la poblacion y calcular una media para cada muestra.
Esto es, se deberia repetir el experimento anterior tantas veces como muestras con reposicion
se podrian obtener de los N elementos de la poblacidn. La distribucion de estos resultados se
denomina distribucion en el muestreo. En la practica con la seleccion de una muestra, y
utilizando la teoria de la probabilidad, se pueden hacer inferencias a la poblacién.

Esta parte del proceso se denomina inferencia estadistica y es uno de los objetivos de la
investigacion econométrica. La inferencia se hace utilizando estadisticos de la muestra; los
estadisticos son “mediciones” que se realizan en la muestra para estimar las mismas
“mediciones” en la poblacion que se denominan parametros.

El investigador, a través de la tabla de datos planteada en la Figura 5.1, podra obtener las
medidas de posicidén y dispersidén de la muestra (estadisticos), supongamos para la variable X y
buscara estimar valores probables de las medidas de posicién o dispersién poblacionales
(parametros). Las conclusiones a las que arribara seran respecto a la poblacién y no respecto
de la muestra.

Ejemplo. Un encuestador politico se interesa en los resultados de la muestra sélo como medio
para estimar la proporcion de votos que recibira cada candidato entre la poblacién de votantes.
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En la Figura 5.2 se observa la relacién entre estadisticos y pardmetros

Nombre Pardmetros Estimador
Media My )?
Diferencia entre las medias de dos poblaciones ,le - ,LIX2 )?1 - )?2
Proporcién n p
Varianza Ui S>2<
Desviacién estandar Oy Sy

Por ejemplo, el estadistico X , que surge de una muestra, es estimador del parametro [/, en la

poblacion. El estadistico Xl - XZ' diferencia de las medias provenientes de dos muestras, en distintas
poblaciones, es estimador del parametro ,lel - ,L1X2 que indica la diferencia en las medias

proveniente de dos poblaciones.

Figura 5.2: Parametros poblacionales y estadisticos muestrales

En la practica, se selecciona solo una muestra; por lo tanto, se debe examinar el concepto de
distribucidn en el muestreo, con el propdsito de poder utilizar la teoria de la probabilidad para
hacer inferencias en cuanto a los parametros de la poblacién.

En este capitulo se estudiardn las distribuciones en el muestreo sin abordar especificamente el
problema de cédmo se obtiene una muestra aleatoria, tema que serd abordado mas adelante,
ya que corresponde a la tercera etapa del proceso de investigacién econométrica planteado
como objetivo académico en este manual.

5.2 DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE LA MEDIA

Existen diversas medidas con que se pueden caracterizar los datos de la muestra. Dentro de las
medidas de posicidn, tanto el modo como la mediana y la media, calculadas de los datos
muestrales de una variable, podrian ser considerados estadisticos Utiles para estimar la media
de esa variable en la poblacidn.

No obstante, el mejor estimador para inferir la media poblacional es la media aritmética
obtenida sobre una determinada variable, a partir de los datos correspondientes a las
unidades de observacion de la muestra. Esto es asi pues, este estadistico, tiene tres
propiedades deseables y muy importantes en todo proceso de estimacién: es insesgado,
eficiente y consistente.

La media aritmética, obtenida de los datos de una muestra aleatoria, es una variable aleatoria,
ya que se ha calculado a partir de un proceso de estimacidn aleatorio. Por lo tanto, al ser una
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variable aleatoria tiene una distribucion de probabilidad, una esperanza matematica y una
varianza. Esta propiedad es propia de todo estadistico calculado con datos provenientes de
una muestra aleatoria.

Esto es asi ya que si se repite sucesivamente un experimento muestral, en un espacio y tiempo
determinado, se obtendran sucesivos valores diferentes para las variables consideradas, lo que
producird diferentes estadisticos para estimar los parametros. Es decir, se tendran tantas
medias aritméticas como veces se repita el experimento, por lo que la media es una variable y
como proviene de un proceso de seleccion aleatorio, serd una variable aleatoria. Por lo tanto,
tendra media, varianza y distribucion de probabilidad asociada.

Para el caso particular de la media aritmética de los datos de una muestra aleatoria, se
demostrara empiricamente que:

EX)=px (5.1)

Notese que se esta diciendo que el promedio de las medias aritméticas, obtenidas de las
sucesivas muestras, es igual al parametro poblacional que estima y no que la media aritmética
de la muestra es igual al parametro que estima.

Esto es, la esperanza matematica de la media aritmética de los datos obtenidos a partir de una
muestra aleatoria, es igual al pardmetro poblacional que se esta estimando (la media de la
poblacién). Al cumplir con esta propiedad, se dice que la media aritmética es un estimador
insesgado de la media poblacional.

Por lo tanto, si se toma una cantidad determinada de muestras aleatorias de una poblacién, n
muestras, y de cada una se calcula, a partir de los datos observados de una variable, una media
aritmética, se obtendran n medias aritméticas muestrales. La esperanza matematica de todas
estas medias aritméticas muestrales es la media de la poblacidn,

Xi
im1 = =Hy (5.2)

n

Experimento. Bajo el supuesto de que la variable X representa el nimero de visitas al dentista
en un ano determinado por individuos de una cierta poblacién, y que es una variable aleatoria
discreta con distribucién uniforme. Esto es, X puede asumir solo valores enteros y cada uno de
estos valores se observa con la misma probabilidad. El Cuadro 5.1 y el Grafico 5.1 muestran la
frecuencia relativa en la poblacion.

Identificando con a el valor minimo y con b el valor maximo de X, la media de una distribucién
uniforme discreta es

y la desviacién estandar:
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De modo que la media y la desviacidn estandar de la poblacién bajo estudio asumen los valores

4.5y 2.87.

Cuadro 5.1

Frecuencia
Valores .
relativa en la

poblacion

0.1
0.1
0.1
0.1
0.1
0.1
0.1
0.1
0.1
0.1

O 00 N O Ul B WN R O

1.0

Grafico 5.1

frecuencia

o

De esta poblacion se extraen 100 muestras posibles de tamano 5. Es decir, se seleccionan 5

personas al azar de la poblacidon y se le pregunta cuantas veces visité al dentista en el afio. En una

de las muestras las respuestas de las personas fueron:

PERSONA

NUMERO DE VISITAS

Primera
Segunda
Tercera
Cuarta
Quinta

2

0
4
1
1

Sobre esta muestra se calcula la media aritmética:

(2+0+4+1+1)

=16

Este experimento se repitid 100 veces y se calcularon 100 medias aritméticas. Los resultados del

experimento se muestran en el Cuadro 5.2.

Aunque la variable (y, por lo tanto, los datos individuales) solo pueden tomar valores enteros

entre 0y 9, las medias de las muestras no seran, generalmente, enteros y la distribucion muestral

serd una distribucion de frecuencias cuyas clases estaran definidas por intervalos y no por puntos.

Se sabe que para representar cada clase se puede elegir un valor, como, por ejemplo, el centro

de cada intervalo.
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Cuadro 5.2
Valores de la Media de la muestra X Frecuencia
Intervalo Punto Medio Abso Belat
luta iva
0.5a1.499 1 1 0.01
1.5a2.499 2 5 0.05
2.5a3.499 3 12 0.12
3.5a4.499 4 31 0.31
4.5a5.499 5 28 0.28
5.5a6.499 6 15 0.15
6.5a7.499 7 0.05
7.5a8.499 8 3 0.03
8.529.499 9 0.00
100 1.00

Las principales caracteristicas de esta distribucién son
9
Media = Z )(ifi =1(0.01) +2(0.05) +3(0.12) + 4 (0.31) + 5 (0.28)
i=1
+6(0.15) + 7 (0.05) + 8 (0.03) + 9 (0.00) = 4.60
9
= Z(Yi - 4.60)°f, =1.3638
Desviacién estandar 171

Los resultados indican que un 59% de los valores estimados (0.31+0.28) estdn comprendidos en
el intervalo £1 alrededor del valor real 4.5 y que el 86% de las estimaciones estan comprendidas
en el intervalo +2 alrededor de dicho valor.

Realizado el mismo experimento con la variante de tomar 100 muestras de tamafio 10 se obtuvo
la siguiente caracteristica

i=1

9 9
Media Z Xif; =4.57, Desviacion estandar = \/Z (X, —4.57)*f, =1.0416
i=1

Los resultados del experimento permiten realizar las siguientes generalizaciones

a) la media de la muestra, X, es un estimador insesgado de la media de la poblacion, z/,

b) a medida que aumenta el tamafio de la muestra, la distribucidon muestral de X se va
concentrando cada vez mas en torno a la media de la poblacién y, por tanto, X es un

estimador consistente de L

c) el estimador X es mas estable de una muestra a otra que la mediana o el modo, esto lo
convierte en un estimador eficiente.
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Se ha trabajado con distribuciones muestrales experimentales. Si se lo hubiese hecho con las
distribuciones tedricas se hubieran obtenido idénticos resultados pero con mucho menos
trabajo ya que sélo se tomaria una muestra.

5.3 FUNCION GENERATRIZ DE MOMENTOS DE LA MEDIA

La media aritmética de la muestra es un estimador insesgado de la media de la poblacion;
como tal, es un estadistico y se vio que los mismos son variables aleatorias. Por lo tanto, como
cualquier variable tienen ciertas caracteristicas que la distingue de otras variables, como son:
media, varianza y distribucion de probabilidad. En esta seccidn se estudia la forma de derivar
esas caracteristicas.

La media de una variable aleatoria se conoce como el momento natural de orden 1. Partiendo
de la férmula de calculo de la media aritmética, se puede derivar ese momento usando la
funcién generatriz de momentos.

Se sabe que:

— noXi

X= Zi:lg (5.3)
Entonces si se toma el numerador de esta férmula, cabe preguntarse:

éA que es igual la funcidén generatriz de momentos de la suma de variables aleatorias
independien'ces1 X1, X3, X ?

Para responder a esta pregunta sera necesario recordar, en primer lugar, qué es una funcién
generatriz de momentos y cudles son sus propiedades.

Funcidn generatriz de momentos
La funcidon generatriz de momentos de una variable aleatoria continua es:

M, = E(eex)= _ojoeexf(x)dx (1)

Si la variable aleatoria es discreta, se expresa

M, = E(e*)= ;e&f (x)

! Variable aleatoria independiente: la probabilidad de ocurrencia de una variable no depende de la probabilidad de
ocurrencia de la otra.
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My, 0 M, (6) donde Bes el pardmetro, simboliza la funcién generatriz de momentos de

una variable aleatoria.

Propiedades

a) La funcion generatriz de momentos de la sumatoria de variables aleatorias

independientes en el parametro 6 es:
My, +x5+...4x, 6)= E{ efli*x; +"'+X")} (2)

Aplicando la propiedad distributiva

E{ £6X1 06X gx3 ””eexn} 3)

Dado que las variables son independientes, lo anterior puede expresarse como:
E (eexl ) E(e‘gx2 ) ...... E(e‘gx’7 ) (4)

Por (1) se sabe que

Ele”)=m,

Teniendo en cuenta (1) en (4)

My, (0) My, (6)...........My_(8) (5)
Pero, en muestreo aleatorio, las caracteristicas de la poblacién se obtienen a partir de
las caracteristicas de la muestra, entonces:

My, (6)= M5 (6) (6)

Observacion: Xy, X,,....X, son los datos para las unidades de observacién correspondientes a la
variable aleatoria X. Estos datos provienen de una muestra aleatoria de unidades de
observacion y, por lo tanto, son también variables aleatorias, ya que si se toma otra
muestra, las unidades de observacion seran otras y los datos de la variable X (X3, X,,....X;)
seran otros. Como se dijo anteriormente, en la practica se toma una sola muestra aleatoria;
es decir, estos datos se corresponden con una sola muestra, representando caracteristicas
no aleatorias para las unidades de observacion seleccionadas. Entonces, como las
caracteristicas de la poblacion se obtienen a partir de las caracteristicas de la muestra, cada
funcion generatriz de momentos de los datos coincide con la de la variable observada.

Porende M | (9) es la funcion generatriz de momento elevado a la potencia n.

En sintesis, la funcidén generatriz de momentos de una suma de variables independientes



157

My, +x,+...+x, (6)

es el producto, de las n funciones generatrices de momentos del parametro 9' para las

n variables
M, (8) M, (8)..........M, ()

y esto es igual a la funcidn generatriz de momentos del pardmetro 8 elevado alan
n
Mz(6)

My, +x,+...+x, (0) =My (8) M (6)...c...o... M, (6) = M2(6) (7)

b) La funcion generatriz de momentos del producto de una constante por una variable para
el parametro 9, M ox (9), es la funcidn generatriz de momentos del producto del

parametro (&) por la constante (c) para la variable X

Mcx(8) = Mx(c ) (8)

Con las propiedades (7) y (8) se puede hallar la funcién generatriz de momentos de la media

aritmética de la muestra en el parametro & ( M ;(((9))

M= (6) 6
x W/ -M hd
M,17(x1+x2 +...+x,,)(6) ba+x; +"'+X”)(n)
Con este ultimo resultado y teniendo en cuenta (7)
6
M (6) = MQ(;J (©)

La funcidn generatriz de momentos de la media X en el pardmetro (9), es la funcidn

generatriz de momentos de la variable X elevado a la n en el pardmetro H/n.

La expresidn (9) relaciona la funcidon generatriz de momentos de la media muestral con la
variable observada en la poblacion, a partir de los datos correspondientes a las unidades de
observacién seleccionadas por medio de una muestra, en esa poblacion.
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5.4. DISTRIBUCIONES EN EL MUESTREO DE LA MEDIA

Con la distribucién de probabilidad de X (variable aleatoria poblacional) y muestras
aleatorias de tamafio n, de donde se obtiene X (variable aleatoria muestral), se analizara

cémo se distribuye X _ La respuesta no es Unica, pues depende de cudl sea la distribucién de

probabilidad de la variable X. Atendiendo a esto, se tendran dos alternativas, segin se esté en
presencia de:

a) Lavariable X con distribucién de probabilidad normal
b) La variable X con cualquier tipo de distribucion de probabilidad

Distribucion de la media muestral, Y , cuando X~N (0,1)
Si la variable aleatoria X~N ( 14y, Oy ), su funcion de densidad es

1 A o

f(x)= ; —oo< X <oo
( ) o~ 2T
Si se define
7z =X"Hx (10)
Ox

donde Z ~ N(0,1), entonces Z es una variable aleatoria normal centrada y reducidaz,
denominada variable normal estandar. La funcidn de densidad de Z es

f(z):—e(_;ZZJ; 0<z<1

1
N2

La funciéon generatriz de momentos de la variable Z, usando (1), es

<
N
S
Il
A
@
()
N
—_—
1l
—3

eezf(z)dz (11)

? Una variable centrada es aquella a la que se le ha restado, a cada valor, el de su media; y
es reducida cuando se la divide por su desvio.
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Reemplazando f(z) por su igual

zzJ
P 1. o0 i
M, (6) = jemLe[ " )dz N J'eeme( iz (2

V2m Vam

N

(o]

En la ultima expresién se tiene un producto de exponentes de igual base

72
eGZ e 2

el resultado de este producto es conservar la base y sumar los exponentes
72
6Z-—

e 2 (13)

. g : 1.2
A fin de encontrar una expresidn menos compleja, se suma y resta 5 B“ en el exponente de e

2
-2 . 1g2_lg2
2 27 72

Al ordenar convenientemente y sacar factor comin — —

~Lp? -207+22)+ 1 g2
2 2

Se tiene el desarrollo del cuadrado®

Lz-gP+162
2 2

* Definir el binomio (6 —Z)? es equivalente a (Z—-0)%. En esta oportunidad es conveniente adoptar la
segunda expresidn para que, en la sustitucién de variables que se realiza en (16), dz sea positivo.
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En sintesis:

oz -Z - 1(Z o) +Llg (14)
2 2 2

Reemplazando el resultado de (14) en (15)

A1

ez} Ly gp lg
5 _ez(ze) 6

e2 (15)

El resultado de (15) en (12) da lugar a una nueva expresiéon de la funcién generatriz de
momentos de la variable Z en el pardmetro &

)

0 z 9) 92 27 ) o Lz gp
j dz= j e dz (16)
—00 2” —00

La diferencia entre (16) y (12) radica en la expresion a integrar, (16) es de sencilla resolucién a
través de sustitucion de variables. Para lo cual se define Z -6 =t

Entoncessit =z -6

dt =dz  (porque O es constante)

Reemplazando en (16)

( HZJ

Mz
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Esta uUltima expresion tiene la ventaja de contener una integral notable cuyo resultado es

N2

o)) _ltZ
je 2 dt
o =2 (17)

Entonces

En sintesis, si X ~ N(0O,1) se esta trabajando con una variable aleatoria estandarizada Z. La

funciéon generatriz de momentos de la variable Z, en el parametro 5’ es una funcion

exponencial con exponente (92/2
92
%)
M,(6)=e (18)

Al derivar M Z(6’), se encuentran los momentos de orden 1y 2 que permiten hallar la media y
la varianza de X cuando X ~ N(0,1)

92
d 2
OM,(6) (e )_ L
0 a9 ¢

92
dlez
92M,(6) <e> 2 e )
692 = EY: =329+3216:0=1 —>V(X)=m2—m1=1—0=1

=0 »E(X) =0
p=0-0 7E®




162

Distribucion de la media muestral, Y , cuando X~N( My ,0x)

Retomando la variable normal estandar definida en (10), si se multiplica en ambos miembros
por O x , la diferencia entre la observacion de la variable y la media es la medida estandar por

el desvio:

X —uy =Zoy (19)

La funcién generatriz de la variable aleatoria normal centrada X — U/, en el pardmetro 6, es

la funcién generatriz de momentos de la medida estandar por el desvio en el pardmetro &

M-y, (9) =Mzo, (9) (donde Ty es constante)

Si se tiene en cuenta lo visto en (8), donde M (9) = My (CG), la funcion generatriz de
momentos de la variable centrada X — i, en el parametro 8, es la funcion generatriz de

momentos de la medida estandar por el desvio en el pardmetro &, que es igual a la funcién
generatriz de momentos de la variable estandar Z en el parametro 0, 6

My—u, 6) = Mzo, (6) = M,(046)

Por (18) se sabe que la funcidn generatriz de momentos de la variable Z en el parametro 8 es

egz/z <MZ(9) _ e%)

Entonces

M, (60 ) = e( -

Es decir, la funcién generatriz de momentos de la variable normal aleatoria centrada X — f/y

en el parametro & es

My-p, (6) = e[;(eax )2} (20)
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La variable aleatoria Z fue reexpresada de acuerdo a (19), si se suma f, en ambos miembros

se tiene la expresion de la variable aleatoria X

X =20, +U, (21)

La funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria en el pardmetro &, teniendo en
cuenta (21), es la funcién generatriz de momentos de la suma de un producto (la variable Z

ponderada por el desvio) y una constante en el parametro &

My (6) = Mzox +u, ©) (22)

Pero, teniendo en cuenta una propiedad de funcién generatriz de momentos
— ~CH
Mc+x (0) _ec Mx(e) (23)

y laya expresada en (8), M, (9) =M, (CG), la expresion (22) es igual a

My (6) = Mz, +u, (6) = eNXBMZ (0x6) (24)

La funcién generatriz de momentos de la variable X en el parametro & es el producto de una

2] .z . . e
constante, %%, y la funcién generatriz de momentos de una variable Z en el pardmetro o6

Con el resultado alcanzado en (18), se reexpresa M Z(UXH) de (24)

(0,6)
M,(0.8)=e 2
y se tiene
(pxe+;0)%92j
My (6)=e (25)

(25) es la funcion generatriz de momentos de la variable aleatoria X normal de media {/ vy

desviacion estandar O ,
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En (9) se habia hallado la funcion generatriz de momentos de la media muestral en el

pardmetro 6

M (6) = MQ[%)

sustituyendo por (25), queda la funcidn generatriz de momentos de la variable aleatoria X
elevadaalan

Por lo tanto, la funcién generatriz de momentos de la media muestral, X , cuando X se

distribuye normal es

101526 1,000 AVEERTAY 6, 1,20°
M_(6)=|e "2 ene? W | =g ||e? | =g ner
X
2
,L1X0+§er—
M_(6)= e n (26)

Al comparar las funciones generatrices de momentos de las variables Xy Y dadas en (25) y
(26)
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se acepta el teorema del limite central que dice: “Si la variable aleatoria X asociada a una
poblacién tiene distribucién normal de media u, y desviacidon estandar o,, entonces la variable

aleatoria X asociada a la distribucién de medias de las muestras también es normal, de
media:

E()_()HJ} = Hx

y desvio:

Para demostrar el teorema se calcula el momento de orden 1 y el momento de orden 2. Para
esto se deriva la funcidn generatriz de momentos respecto de ¥, y se evalua cuando ¢ en 0.
Entonces,

OM_(8)  welaz?( o289
M,=—X* 7 =g 2 7n + =X
1 26 Mx n (27)

Evaluandoen =0

1,0°
Hy O+*0—>2<7 0')2(
M;=e “px = 01=uy
n
De modo que el momento de orden 1 es
M; :E(X):/JX (28)

Con lo que se demuestra la propiedad enunciada mas arriba, esto es que la media aritmética
de la muestra es un estimador insesgado de la media poblacional.

Para hallar el momento de orden 2, se deriva la derivada que dio origen al momento de orden
1:

2

2 v 1,.,0% 2 1,,0% 2

0° M+ (@ LxO0+=6 o Ux0+=-06 o
MZ :—)é():e 2 n /JX+_XG +e 2 _X
06 n n

Evaluandoen =0
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02 8 02
n n

Entonces el momento centrado de orden 2 es

2
o

-2 X
Ma =k

La varianza de X es,

[ 2
V(X)=Gi=Mz-Mf=ui+%x-ui=% (29)
y el desvio de ? sera
2
c c
oy =, = =2% (30)

n /n

Los resultados alcanzados en (28) y (30) confirman la aseveracion del teorema.

En sintesis, si X ~N(Ux,0x) la funcién generatriz de momentos de la variable aleatoria X en

pr+1620§(
el parametro 0 es MX(G) =e 2 y la funcién generatriz de momentos de la variable
1,.,0%
- Buy+-62=% Ox

aleatoria X es My(9)=e 2° N giendo X~ N(Ux7\/ﬁ).

Distribucion de la media muestral , X, cuando X tiene distribuciéon diferente a la
normal
Es decir, qué sucede si X tiene alguna distribucidn distinta a la normal pero tiene una media

My y undesvio gy .

Para demostrarlo se define una variable aleatoria estandarizada correspondiente a Ia
distribucidn de medias de las muestras:
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La funcién generatriz de momentos de t en el pardmetro 6

M¢ (9) = M}—H (9) donde U%F es constante

o
2
Aplicando lo visto en (8) que My (9) =My (CQ)

6
M (6) = M}_IJX T donde p, es constante

Jn

En (23) se vio que My x (9) = eCBMX (9), con lo cual

—Hx 6
X
M,(0) =e Nm MX< o >

X/
Yen (9) que M (6) = Mg’((gj
n
Entonces,
1, 8n 2 A 5
Me(@)=e °x M} oXn —e % M”[ax \/ﬁj (31)

Esto es asi porque
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g zeﬁzen% :Gn%_l :6n_/2 0

a)/ oxnN Oxn Ox Ox ox n
Jn

Al tomar logaritmo natural en (31)

In[M, (6)] :“’;Z% + n[ﬂn{Mx(oxeﬂmﬂ (32)

Hay que tener en cuenta que
— 0X
M X (9) - E{e }

6x
y que € puede desarrollarse en series de potencias, esto significa que el nimero e
elevado a cualquier potencia se puede expresar de la siguiente manera:

2 3

e’ =1+w+—+—+
2 3!

Entonces, haciendow = 6X

M,y (6) = E{1+6X+ (9>2<!)2 L (6x)° +}

3!

La esperanza es distributiva respecto de la suma

My (6) = E{1} + E{ox} + E{%} + E{w} + ...

2! 3!

Pero luego E{CX} = C[E{X}

My (6) = E{1}+9E{X}+62TE{X2}+§E{X3}+...

De modo que la funcidn generatriz de la variable X es
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_ 1, 6% 1,6°
Mx(e)—1+9u1+?u2+—u3+... (33)

Donde se ha tenido en cuenta que E{l} = E{C} =C =1.vy que, E{X} = /Jé es el

momento con respecto al origen de la variable aleatoria X de érdenes crecientes.

Derivando sucesivamente la expresién (33)

d d ; 62 , e3> , et
a5 M 6)= g | 1+ OML* Gy 2t Gy My ke
—0+ul+20py 02, 4 3,04
1 23 3 4m 4

) d /
si@ =0 — My (B) =
| entonces de X( ) IJ.Z

A continuacidn se busca la segunda derivada

d? d 2./, B I 3
——Mx |6 = + + o} +...
462 x(0)= de{ul 2 M2 g M3ty e
_ / 3 a2
=0+, 9“3 3529 “4
Si 8 = 0 entonces a’ My (8) = /JIZ
d6?

Luego la tercer derivada

a3 d 2 3 /
9 My (6 ey .
463 x(0)= d9{”2 23t 3 07Ms }

=0+ps+ Oy +
3

d _

Si @ = 0 entonces
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Las derivaciones anteriores permiten generalizar el resultado en la siguiente expresion

dk /
daﬁMX(e = My
6=0

La derivada k-ésima respecto al parametro 9’ k veces, evaluada en 8 = 0, es el k-ésimo

momento de la variable aleatoria con respecto al origen.

En (32) se tenia que

In[M, ()] = _”;iﬁ +nln| My (oxezlﬁj

Remplazando aqui la expresién encontrada en (33) para M x L , se tiene
Ox D\/E
- 2
In[M(0)] _ombn nin|1+ 0 u'1+leTu'2+
Gy Gy Jn 2loyn
(34)

+£iul +£iul +
, W
B52n2 " Alginh

Si n>30 se lo considera lo suficientemente grande como para que lo contenido en el corchete
sea una suma de términos que tiende a 1 + algo cercano a 0. Esto se puede desarrollar usando
una expansion en serie de potencia donde

2 3 4
In(1+Z):Z—Z— R 2] <1
2 3 4

Zserd igual a
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9/192/193/194/

Z=— Uit ——— st ——— Ut ———— lig+...
J | 272 31 3 3 41 4
naoy 2! noy 3! n/20)3( =y n/zo_j;(

que es parte de la expresidn que se encuentra entre corchetes en (34).

Si se desarrolla la serie en potencia

0 10 01 0% 1 0t |
Ln(1+Z)= +=- 2 e 2 e e =
( ) “/ch My ol nci ) 31 n%ci M3 Al n%ci Ly
2
—E 0 I+£i I+£i |+£i 4 +
2 \/HGX 1y ol nGi Ho 3l n%ci M3 a1 n%cf’( Uyt ...
i -3
+1 0 '+£792 '+£673 '+li |4 -
3_\/HGX My ol nci ) 31 n%ci Ha Al n%cf’( Ly ..._
i -4
_} L '+l 0* |+1073 |+3974 | 4 +
4_\/50)( M ol nci P 3l n%ci M3 a1 n%ci Ly ..._

Luego se tienen que desarrollar los cuadrados, los cubos, las cuartas potencias... Para resolver
el cuadrado puede considerarse que se esta en presencia de un binomio (A+B)

2
IR BSOS AN
— 1 2 3 47
N N _/
Y N
A B

El desarrollo del cuadrado da lugar a la expresion
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6% (F,)2+2 6 i1 6% . 6’ . 6* s
1l oy . 272 31 3 3" 41 4 4"
\/;O'X 2 nO'X 3 n/20_)3( 4 n/Zg;’(
2
1 62 ), 1 67 , 1 64
2’noX "3 3/ 3 41 ‘V 4

De igual manera hay que trabajar para resolver las potencias restantes. Entonces, se tiene que

In(1 + 2) |+19 |+1 63 |+1 6% |+1 65 .
n = —_— —_— —_— ces
\/HO'X#:L 2'"‘72“2 3!n3/20)§u3 4!n4/20§u4 S!ns/za)?us
) F(lﬁ ) +En3/2 B N T YA e W +_ A 5“1 My
+En6/2 6#1 Us 57‘}%#2 30 3/2 3 4! 4/ Uy + ..
3
11 0 16° 1 6 | 1 6
o Pt AT e |

Agrupando los términos por factor comun

19 2 93 | | |
In(1+2) = | ')]+ B _A R

0
\/ﬁo'xﬂl +2'n0 #2 _(Hl 3/20- 3! 2!

+9—4["L mo |, 60 [#L moy |, 00 [uL Ml
n'/2g4| 4 3! Tl/ZO' 5! 4! 6/za 6! 5!
16° | 1 6° | 1 6* | 2
[E nag ' +§n3/20§u3 +En4/20)?u4 T
11 6 | 1 62 | 1 @3 I 1 g% | 3
5[\/50;(”1 " 2inaz +§n3/—za;”3 +En4/—20§#4 L B

Reemplazando el resultado del In(1+Z) en (34)
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—ux6vn
[M(6)] = —
Ox
0 1 62 2 03 ﬂl Hl HI
| — 21, | 3 1 M
o \/ﬁaxul 2!nog [ﬂz ('ul )] nl2g3| 3! 2!
L0 ﬁu'lﬂ'3+95 Qu'lui+96 uh o opd
nags| 4! 3! n/2g5| 5! 4! n®246| 6! 5!
2
1 672 | 1 63 | 1 4 |
2 ngz M2 +§n3/ 41,4/, JHa T
3
1| 6 | 1 62 | 1 6 | 1 6* |4 4
2 U —H Yl o U -
3 \/HO'X 1 2|n0.2 2 3/ 4! 4-/20_;(} 4
Al reordenar y simplificar la expresién:
—puxvn _ Vn uh —(#ll )2 1 [uh W
In[M, ()] = ——6 + —oul + 02+ ——— |2 — 2|63
O'X O'X Z!O-X n /20X3 3' 2'
1 [uy Mo gt 4L uE o g g5
n/Za 4! 3! n3/20§’ 5! 4!
+ - términos en 8% para k > 5
/ 2 _ 2
Sise tiene en cuentaque Uy = “1 y que O'X = IJZ_ 1 , entonces
| [
1
In[M,(6)] = ux\/_ #x\/_ 92 4 Wy H |
2'O-X n/Zo' 3' 2'
- N ML b gi L uhooul 55
2/20 4! 3! 3/20 5! 4!

+ -~ términos en 0% para k > 5

Simplificando la expresion
2

In[M,(0)] :% + términos en 6% con k>2

Pero los términos en 8% cuando k>2 tienden a 0 cuando n — o, por lo que se puede afirmar

que
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2
lim In[Mt(H)]:e—
n-o
& & 2
Es decir que Iith(B):eZ porque In [& ? :7 (35)

Si se compara (35) con (18) se observa que la funcidn generatriz de momentos de la variable
aleatoria estandar t tiende a la funcién generatriz de momentos de la distribucion normal
estandar a medida que el tamafio de la muestra aumenta.

Este se puede expresar en el siguiente teorema: “Si X es una variable aleatoria con cualquier
distribucion de probabilidad de media u, y desviacion estandar o, , para la cual existe su

funcién generatriz de momentos, entonces la variable aleatoria X tiende asintéticamente a la

distribucion normal de media p, y desviacién estandar O x /\/F”.

En el Teorema Central del Limite radica la importancia de la distribucién normal, ya que basta
con que el tamafio de la muestra sea suficientemente grande, mayor a 30, para poder asegurar
la buena aproximacion de la distribucion de medias de la muestra a la distribucién normal,
independientemente de la propia distribucidon que tenga la poblacién de donde se extraigan
las muestras.

Con los subincisos anteriores queda resuelto el problema de la distribucion de probabilidad de
las medias de las muestras, cuando estas provienen de una poblacion normal o de una
poblacién con cualquier distribucion de probabilidad y el tamafio de las muestras es grande. En
ambos casos se recurre a la distribucién normal.

Para Gomez Villegas (2005), la aplicacion del teorema central del limite como justificacion de
que los errores de medida se distribuyen aproximadamente segin una normal es considerada
omo una de las mas importantes aportaciones cientificas. En realidad, en los siglos XVII y XVIII,
el teorema central del limite se conocié como la ley de frecuencias de los errores. Muchos
cientificos pensaron que la ley de frecuencias de los errores suponia un gran avance. Observe
al respecto el comentario de Francis Galton (La herencia natural publicado en 1889)
“dificilmente conozco algo que alimente tanto mi imaginacidn como el maravilloso orden
césmico que se deriva de la “Ley de frecuencias de los errores” Si los griegos hubieran
conocido esta ley, seguro que la habrian endiosado. Reina con serenidad y en completa auto-
modestia entre la confusion mas salvaje. Cuanto mas vigentes estan la ley de la calle y la
aparente anarquia, mas perfecto es su balanceo. Es la ley suprema de la sinrazén”.
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5.5. FACTOR DE CORRECCION PARA POBLACIONES FINITAS

Las poblaciones pueden ser finitas o infinitas. Si de una poblacidn finita se obtienen muestras
con reemplazo, puede considerarse tedricamente que la poblacidn es infinita, ya que cualquier
namero de muestras pueden obtenerse de la poblacion sin agotarla. Ademas, para casi
cualquier propésito practico, el muestreo de poblaciones finitas de tamafio muy grande puede
considerase como muestreo de poblaciones infinitas.

De acuerdo al concepto de muestreo aleatorio, el muestreo sin reemplazo de poblaciones
finitas no conduce a muestras aleatorias, debido a que al dejar permanentemente fuera el
elemento ya extraido, influye en la probabilidad de extraccidn del siguiente; o sea, que las
pruebas sucesivas para obtener una muestra no son independientes. Esto no ocurre si la
poblacién es infinita.

Resumiendo lo anterior puede decirse que, para obtener muestras aleatorias, el muestreo
debe ser de cualquier tipo en poblaciones infinitas y sélo con reemplazo en poblaciones finitas,
a excepcién del caso de poder considerar a la poblacién infinita por ser de tamafio muy
grande.

Con respecto al teorema, cabe indicar que cuando la poblacion es finita y el muestreo se
realiza sin reemplazo, hay que incluir -en la determinacion de O, - el valor del tamafio de la

poblacién, es decir,

Ox N -n
ox =——=Ql—r
Jn IN-1
donde recibe el nombre de factor de correccién para poblaciones finitas en muestreo

sin reemplazo. Obsérvese que este factor de correccidn tiende a cero cuando N — N,

Ejemplo. La vida util de los focos fabricados por una empresa tiene distribucion normal de
media 200 horas y desviacidn estandar 25 horas. Calcular la probabilidad de que la duraciéon
media de 25 focos escogidos al azar sea superior a 208 horas.

De acuerdo al enunciado del problema, la poblacién de las duraciones de los focos de la empresa
tiene distribucidon normal de pardmetros.

M, =200 horasy g, =25 horas

y puede considerarse que es de tamafio infinito. Entonces, la distribucion de las medias de las
muestras también tendra distribucién normal de parametros:

N =25 focos
;= i, =200 horas
o- = Oy ZEZS horas

“ Wn V25
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Estandarizando la variable aleatoria X , se tiene
X—p, _ X-200
O- 5
X

si X = 208, z:@:m

Z =

Por lo tanto, la probabilidad de que la media de los 25 focos de la muestra tenga un valor mayor
a 208 horas valdra:

P(X >208)= P(z>16)

=1-P(z<1.6)
=1-0.9452
=0.0548

Sélo el 5.48% de los focos de la muestra tendrdn una vida superior a las 208 horas, es decir, un
solo foco.

Ejemplo. Los pesos de 600 ejes producidos en un torno tienen distribucion normal de media
53 kg y desviacion estandar de 2.5 kg. Estos se empacan en cajas de 10, las que soportan hasta
540 kg de peso. Si se envian 35 de estas cajas, calcular cuantas cajas cabe esperar se rompan
por exceso de peso.

La poblacidn de pesos de los ejes tiene distribucion normal de acuerdo al enunciado explicito del
problema. Sus pardmetros son:

N =600, u, =53Kg, o, =2.5Kg

Como la poblacién es normal, la distribucidn de medias de las muestras también es normal y sus
parametros valen;

n=10 4 =y, =53Kg

5 =9 [N-n_ 25 [600-10
x JnVYN-1 10V 600-1

Una caja de ejes se rompera por exceso de peso, si el peso conjunto de los 10 ejes es mayor de

=0.785Kg

540 kg; y el peso conjunto de los 10 ejes es mayor de 540 kg si el peso medio de los 10 ejes es
superior a 54kg (540/10).
Entonces, se trata de calcular cuantas de las 35 muestras tienen media mayor de 54 kg, lo que se

harad por medio del calculo de la probabilidad P(X > 54), en donde X tiene distribucion

normal de media 53 y desviacién estdndar 0.785.

Estandarizando X = 54 |, se tiene

_X-u,  54-53
g 0.785

X

z =1.274

Por lo tanto,
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P(X >54)=P(z >1.274)
=1-P(z<1.274)
=1-0.8987

=0.1013

El 10.13% de las 35 cajas se romperan, o sea, de 3 a 4 cajas.

Ejemplo. Los tabiques comprimidos que se usan en una construccion tienen un peso medio de
5.50 kg y una desviacién estandar de 0.85 kg. Estos se elevan en lotes al lugar en donde se
emplean por medio de una grua cuyo limite de seguridad es de 200 kg. Calcular el tamafio
maximo de los lotes de manera de que la probabilidad de exceder el limite de seguridad de la
grua sea menor de 5%.

Como en el ejemplo anterior, se vuelve a tener una poblacién de pesos cuyos parametros son
My =5.50Kg yOx = 0.85Kg

con distribucién de probabilidad desconocida.

La simple comparacion entre el peso de un tabique y el limite de seguridad de la grua, hace que
los lotes de tabiques que se cargan den muestras de tamafio grande. Esto permite asegurar que
la distribucidon de medias de las muestras de pesos de los tabiques es aproximadamente normal
de parametros

W=, =550Kgy O, =—F~=——

en donde solo se sabe que n es grande (mayor de 30).

El peso de la muestra de n tabiques excede el limite de seguridad de la grda de 200 kg, si la media
de la muestra es superior a 200/n. Se busca saber cudl es el tamafio de la muestra del lote
(cantidad de tabiques) que hace que el limite de seguridad sea superado. El problema se plantea
como:

P()_( > @J <0.05
n

X=4 _X-550

o 085/vn

X

Estandarizando x resulta Z =

200/ —
0, ~550 _200- 55\./§m
0.85 0.85Vn
P
De modo que

— 200 200-5.50n
Pl X>5=|=pP z>5 220 |<0.05
( nj ( 0.85Vn j

Entonces Z =
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200-5.50n
0.85V/n

De la tabla de probabilidades de la normal se obtiene que ésta es efectivamente mayor de 0.95 si

lo que es lo mismo P(Z < j >0.95

el valor critico de z es mayor o igual a 1.654.
Luego se obtiene

200-5.50n

T 51645
0.85Vn

200 -5.50n =1.398+/n

Elevando ambos miembros al cuadrado

(200 -5.50n 2 (1.398n |
40000 - 2200n +30.25n2 >1.955n
30.25n2 - 2201.955n + 40000 = 0

Resolviendo la ecuacidn se obtienen las raices 34.86 y 37.93. Cada una de estas raices representa
dos tamanos de muestras diferentes.

< 200 -5.50n n=34.86=2z<-1.645

= oesdn M n=3793= 2 <1645
Luego

P(z < -1.645) = 0.05

P(z <1.645) = 0.95

Se busca que el tamafio del lote no supere el limite de seguridad de la grua fijado en el 5%. Por

SiZ

esta razon, el tamafo de muestra requerido es

n < 34.86

CASOS DE ESTUDIO, PREGUNTAS Y PROBLEMAS

Caso 5.1: Edades y estaturas del curso Inferencia Estadistica.
El tema de estudio es la distribucidon de las edades y las estaturas en el curso de Inferencia
Estadistica del presente ciclo lectivo.

El objetivo general es conocer las medidas antropométricas de la poblacion; especificamente
se busca hallar la media de estatura y la media de edad, adicionalmente utilizar la teoria de
distribuciones en el muestreo para inferir datos a la poblacién.
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Se parte de las siguientes premisas:
- la existencia de datos extremos en la muestra aumenta la dispersion de la media

- amedida que aumenta el nimero de muestras, la media de las muestras tiende
a la media de la poblacién

Para realizar este estudio se debe:

a) Generar una tabla de datos de n observaciones por 2 variables cuantitativas; donde. la
unidad de observacién sean los alumnos de Inferencia Estadistica, y las variables su
respectivas edad y estatura.

b) Cada alumno debe

1.seleccionar cinco muestras de tamafio cinco.
2.calcular la media de cada muestra
3.calcular la media de las cinco muestras

¢) Generar una tabla con las medias de cada una de las cinco muestras generadas por
cada alumno (el nimero de observaciones de esta tabla serd nx5) y calcular la media
de las medias.

d) Generar una tabla con la media de cada alumno (el nUmero de observaciones de esta
tabla sera n) y calcular la media de las medias.

e) En latabla generada en a), calcular la media de la poblacién.

f) Comparar las medias obtenidas enc), d) y e).

Problemas
5.1. Las calificaciones de examen final, de un curso de introduccidon a la estadistica, tiene
distribucidon normal con una media de 73 y una desviacidn estandar de 8.

1) ¢écudl es la probabilidad de obtener, como maximo, una calificacion de 91 en este
examen?

2) ¢équé porcentaje de estudiantes calificé entre 65 y 897?

3) ¢équé porcentaje de estudiantes calificé entre 81 y 897?

4) ¢écudl debe ser la calificacion final del examen, si solo el 5% de los estudiantes
examinados tuvieron la calificacién mas alta?

El profesor decide aprobar al 10% de los alumnos que tengan la mayor nota, sin que importe
su calificacion.

5) Elalumno que haya obtenido una calificacidon de 81 en este examen, ¢aprueba?.
Con una calificacién de 68 en un examen en que la media es 62 y la desviacion es 3,

6) elalumno éaprueba?.
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7) éCudl de las dos situaciones es mas conveniente para el alumno? Muestrelo
estadisticamente y expliquelo.

5.2 El didmetro de las pelotas de ping-pong fabricada por una industria ubicada en la Provincia
de Cérdoba, tienen una distribucion aproximadamente normal con una media de 1.30
pulgadas y una desviacion estandar de 0.04 pulgadas.

Cual es la probabilidad de que una pelota de ping pong seleccionada aleatoriamente tenga un
didmetro de

1) entre 1.28 y 1.30 pulgadas?
2) entre qué dos valores simétricamente distribuidos alrededor de la media caera el 60%
de las pelotas de ping-pong (en términos del didametro)?

Si se seleccionaron muchas muestras de tamafo 16

3) cuadles se esperaria que fueran la media y el desvio estandar de la media?

4) qué distribucién seguirian las medias de la muestra?

5) qué proporcion de las medias de muestras estarian entre 1.28 y 1.30 pulgadas?
6) entre qué valores se encontraria el 60% de las medias de las muestras?

Qué es mas probable que ocurra

7) una pelota individual mayor a 1.34 pulgadas?
8) una media muestral por arriba de 1.32 pulgada en una muestra de tamafio 4?
9) una media muestral por arriba de 1.31 pulgadas en una muestra de tamafio 16?
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