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Capitulo 13. INTRODUCCION AL
ANALISIS DE REGRESIO!

En el amplio espectro del estudio de las relaciones entre variables, tanto cuantitativas como
cualitativas, que involucra el proceso de investigacién econométrica, existe la posibilidad de
establecer relaciones funcionales. En algunas de ellas, la variacidon de una variable dependiente
es explicada por las variaciones de una o mas variables independientes, mediante funciones
lineales que involucran adicionalmente un término aleatorio. En particular, en este capitulo se
inicia el estudio de las relaciones lineales entre dos variables cuantitativas. Para ello, se estudia
la forma de especificacidn y estimacidn de esas relaciones lineales y la bondad de las mismas.

13.1. Especificacion del modelo
En el analisis de la informacidn existen, frecuentemente, un nimero de variables claves que se
convierten en el centro de atencién del estudio.

El analisis de regresidon proporciona una herramienta que puede cuantificar tales relaciones y
proporcionar un control estadistico. Es un analisis de dependencia puesto que involucra una
variable dependiente, como el punto de atencién del analisis, la cual es explicada por las
variables independientes o variables explicativas.

El andlisis de regresidn estd orientado hacia

- la descripcion, obtencion de las relaciones entre variables independientes y una
variable dependiente para un conjunto de observaciones.
- la prediccidn, niveles a alcanzar por la variable dependiente bajo el supuesto de
comportamiento de la variable explicativa.
La construccién de un modelo de regresion, generalmente, empieza con la especificacion de la
variable dependiente y de la variable, o variables, independientes.

Y =f(X)
Y :variable dependiente o enddgena

X :variable independiente o exdgena.
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Como no se puede explicar en forma perfecta el comportamiento de Y sélo por X, se
adiciona un término de error, € :

Y =f(X)+¢

A ésta se la denomina ecuacion de regresion de Y sobre X . € es el residuo, o error, y es una
variable aleatoria. Este término hace referencia a error de medicién de las variables, error de
especificaciéon del modelo y omisién de otras variables explicativas que influyen sobre el
comportamiento de Y . Al ser € variable aleatoria, tambiénloes Y .

Se explicita una relacion lineal para f(X)

f(X)=a +bX

Si se dispone de n observaciones de Y y de X, puede especificarse el siguiente modelo de

regresion.
Yi=(X+I3Xi+Ei i=1---,n
donde,
Y =variable dependiente
X =variable explicativa
€ = perturbacion aleatoria o término de error

a,b = pardmetros del modelo.

El modelo esta basado en las siguientes consideraciones:

La relacién especificada es lineal. Esto conduce a tener que linealizar aquellas relaciones
funcionales no lineales a efectos de poder aplicar el analisis.
El término de error es una variable aleatoria donde:
- El promedio es cero.
E(Si ) =0 Vi
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- La varianza es constante. Esto significa que el error no es mas grande para
valores grandes de X que para valores pequefios de X. Esto se lo conoce como
“homocedasticidad”.

V(si)zE(sisj):oz Vi=j

- Los errores son independientes entre si. Esto significa que los errores de una
observaciéon no dependen de la observacién anterior. Esto se lo conoce como
“no autocorrelacién”.

Covleiej)=Elgigj)=0 Vi=]

- Elerror tiene distribucidon normal de media cero y varianza constante.

g; ~N(0,6%)

La variable explicativa X es fija, no estocastica e independiente de los errores
Cov(g;X;)=E(gX;)=0

Bajo el cumplimiento de este conjunto de supuestos, los estimadores minimocuadraticos son
lineales, insesgados y éptimos (ELIO) y es posible construir intervalos de confianza y realizar

~

testparad y b.

13.2. Estimacion de los parametros del modelo

Los pardmetros @ y b se estiman por el método de “minimos cuadrados”. Esto es elegir & y

b como estimadores de @ y b, respectivamente, de tal manera que la suma de las

diferencias al cuadrado entre el valor observado y el valor estimado de la variable dependiente
sea minima. Es decir, que tenga la siguiente propiedad

n ~\2 .
inzzl(Yi—Yi] = minimo

La grafica muestra la dispersién de la informacion proveniente de la observacion de dos
variables X e Y. La linea recta simula el modelo estimado. La diferencia entre el valor
observado y la linea estimada es el error. Lo que se “minimiza” es la suma de cuadrados entre
los puntos y la linea, en forma vertical.

Los parametros oy B son las caracteristicas de la relacion entre X e Y. Reemplazandoen Q, Y

por su igual:
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Figura 13.1 Grafico de dispersion

A

Para que el valor de Q sea minimo se debe derivar con respectoa & y b e igualar a cero.

QR o3y —a-Bx; [-1)=0

oa

ZYi =né+BZXi

%:22(\0 —& - bX; )= X;)=0

Y XY =AY X; +b> X2

De esta manera tenemos un sistema de dos ecuaciones y dos incdégnitas denominadas
ecuaciones normales. De la primera se obtiene el valor de &

ZYi :na‘+BZXi

d&=Y —bX



491

A~

Reemplazando ésta en la segunda se obtiene b

> XY =(\?—bY)in +bY X2
> XY, = —BXhX + 53 x2
XY —nXY = BS X2 - bnX 2
Z I Z i
BZZXiYi —n?\?
inz—nf2

A~

& vy b, se denominan coeficientes de regresion y se basan en la muestra aleatoria. Cada
muestra aleatoria tendra asociada un d y un [3, diferentes. Una medida de esta variacién de
las estimaciones de los pardmetros esta dada por sus errores estdndar. De este modo, asi

como la media muestral, X, tiene un error estandar que es estimado por S X también & vy

~

b tienen un error estdndar asociado con cada uno de ellos, Sd y S[i .

La varianza de los errores de la regresion, Sg, se estima a partir de Sg

, Thi-Vif ye?

S =
€ n-2 n-2

13.2.1 La interpretacion de los parametros estimados

Los pardmetros tienen un significado muy preciso.

- El pardmetro B indica que, si la variable X cambia en una unidad, la variable Y
cambiard en 3 unidades.

- El parametro a refleja el nivel que alcanza la variable dependiente cuando la
variable explicativa asume el valor nulo.
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Tal como se indicd anteriormente, la estimacién de b, tiene una variacién asociada con ella

(medida por SB)' porque se basa en una muestra de individuos. Una forma de evaluar la

magnitud de b , tomando en cuenta su variacién, consiste en usar una prueba estadistica de

hipétesis. Para esto se calcula el estadistico t,

Bajo la hipétesis nula, que sera planteada como b =0, el estadistico t se reduce a,

~

b
t=—~1t2

Sb

Nuevamente, como se hizo en otras pruebas de hipédtesis, este valor empirico de t se compara
con el valor tedrico. Si el valor empirico es superior, en valor absoluto, al valor teédrico se
rechaza la hipdtesis nula y se decide que B # 0 y por lo tanto, la relacién entre X e Y es
significativa, a un valor de probabilidad o determinado.

13.2.2 Intervalos de confianza para los parametros

Para construir intervalos de confianza para los pardmetros de la regresion, se utiliza la
distribucidn t, teniendo en cuenta que

a-a b-b
~th_2 e ~th-2
Sg Sb

Explicitamente, para el parametro a es

ad—~a

P (fn—z;a,‘z = = fn—2;1—a/2) =l-a

S@

Resolviendo de igual manera a como se hiciera para estimar por intervalo el valor de u, se
tiene

P(& = Satn_z:g_ <ac< & + Sa tﬂ—Z;l—a/Z) =1—-«a

Para el pardmetro 8 se procede de igual manera.
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También es posible estimar el intervalo de confianza para la varianza de la estimacion. Aqui
hay que recordar que la varianza se distribuye chi cuadrado y que el intervalo se construye
haciendo

2
3 gls 2
P(/fza;a/z S 7 = l1-ap|=1-¢

De modo que, el intervalo de confianza de la varianza es

I,Z I.Z
P(—L<GZ< 3 )zl—a

= 2
Z‘;l; 1-af2 Cg!; a2

Donde gl son los grados de libertad que, en regresion simple, es igual a n — 2.

13.3 Prediccion

El modelo de regresion, desde luego, puede ser usado como una herramienta predictiva. Dada
la ecuacion de regresion

Y =4 +bX
se pueden predecir valores futuros de Y (Y;: ) dado un valor futuro de X (XF ) usando

YAF =é+5X,:

El valor de Yg viene dado por
Yeg =a+bXg +m:
De aqui el error de prediccion es
Ye -Yg =@ —a)+(6 - b)X,: —me
Como

E@-a)=0
EB-b)=0}=EV -v,)=0
E(m)=0
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De donde: E(YAF ): YE

Esto significa que el predictor YAF es insesgado.

La varianza del error de prediccidn es:

A

V(\f,: ~Yg ):V(af —a)+ XEV(B - b)—ZX,: cov(zi ~a,b - b)+V(rn:)

—2
21, X w2 Se
B OIS M
—2X,.s? (X_i)2+s§
_szl+1+(XF_>?)2
) (x - X

Por lo tanto, V(YA,: —Y,:) se incrementa a medida que Xpg se aleja de X . Como S Zes
desconocida se estima por:
2
» SCR e

S -
€ "h-2 n-2

De aqui, el error estandar de la prediccién es

= E 1+1+M

R LR NS (S

Esta Ultima expresion se puede utilizar para construir intervalos de confianza para Y .

Para tener en cuenta:

- La prediccién usando valores extremos de la variable independiente puede ser
arriesgada. Recuerde que el supuesto lineal puede ser apropiado solo para un
rango limitado de las variables independientes. Ademas, la muestra aleatoria no
proporciond informacidn acerca de los valores extremos de peso.
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- Si el contexto cambia, como el hecho de comunidades diferentes, entonces, los
parametros del modelo se veran afectados. Los datos provenientes de la
muestra aleatoria fueron obtenidos bajo un conjunto de condiciones de la
poblacién. Si cambian, entonces el modelo puede verse afectado.

13.4 Coeficiente r?
2

Para evaluar la capacidad predictiva del modelo se usa el coeficiente de determinaciéon o r<.
Este coeficiente es la razdn de la variacion explicada sobre la variacion total:

2 variacion total — variacion no explicada  variacion explicada
var iacion total var iacion total

2 DY —\7)2—2(\& V)2 _ (Y -Y)?
Y -Y)? Y -Y)?

La variacion total en Y se divide en la variacidon que explica el modelo de regresion, variacién
explicada, y la variacién que no explica el modelo de regresidn, variacién no explicada.

El término r2 es el cuadrado de la correlacién entre X e Y . Por consiguiente, se encuentra

entre cero y uno.

Ejemplo. En un centro médico quieren estudiar, de la poblacion de hombres adultos
aparentemente sanos, la relacion existente entre la concentracion de glucosa en la sangre con el
peso. Especificamente, estan interesados en conocer si el peso de las personas determina el nivel

de glucosa existente en la sangre.
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Figura 13.2 Grafico de dispersion
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Peso Glucosa
\c/);csieé: (enkgrs.)  (mg/100ml) XY X 2 YA Y _YA (Y _YA)Z
X Y

1 64,0 108 6912,0 4096,00 94,520 13,480 181,710
2 75,3 109 8207,7 5670,09 100,283 8,717 75,986
3 73,0 104 7592,0 5329,00 99,110 4,890 23,912
4 82,1 102 8374,2 6740,41 103,751 -1,751 3,066

5 76,2 105 8001,0 5806,44 100,742 4,258 18,131
6 95,7 121 11579,7 9158,49 110,687 10,313 106,358
7 59,4 79 4692,6 3528,36 92,174 -13,174 173,554
8 93,4 107 9993,8 8723,56 109,514 -2,514 6,320

9 82,1 101 8292,1 6740,41 103,751 -2,751 7,568

10 78,9 85 6706,5 6225,21 102,119 -17,119 293,060
11 76,7 99 7593,3 5882,89 100,997 -1,997 3,988

12 82,1 100 8210,0 6740,41 103,751 -3,751 14,070
13 83,9 108 9061,2 7039,21 104,669 3,331 11,096
14 73,0 104 7592,0 5329,00 99,110 4,890 23,912
15 64,4 102 6568,8 4147,36 94,724 7,276 52,940
16 77,6 87 6751,2 6021,76 101,456 -14,456 208,976

Sumas 1237,8 1621 126128,1 97178,60 1204,648

Figura 13.3 Tabla de datos

Las observaciones fueron graficadas en el diagrama de dispersion de la Figura 13.2, donde, cada
punto de la grafica, representa un individuo para el cual se observé el peso y el nivel de glucosa.
La dispersién de la nube de puntos presenta una asociacién positiva.

El siguiente paso, consiste en obtener una linea que tenga el mejor “ajuste” para estos puntos. La
linea se denomina linea de minimos cuadrados y se obtiene a partir de la especificacion del
modelo de regresion:

Y=0+pBX+¢
donde:

Y , es la variable dependiente “nivel de glucosa”
X , es la variable explicativa “peso”

a y b, pardmetros a estimar
m, término de error

Se deben calcular los valores de los estimadores de los parametros @ y b a partir de los datos
consignados en la tabla. De alli se obtienen los valores promedio de las variables Peso (X) y

Concentracién de glucosa (Y )
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— X
X = z _ 12378 77.3625
n

16

— Y
Y = Z— = 1621 =101.3125
n

Se calculan los coeficientes de la regresién

5 > XiY; —nXY  126128.1-16 * 77.3625 * 101.3125

= > = 0.50975
3 X2 -nX 97178.6 - 16 * 77.3625

& =Y - bX =101.3125 — 0.50975 * 77.3625 = 61.8769

Con estos resultados la linea de regresion estimada es

Y =4 + bX = 61.88 +0.51 X

El valor 61.88 es una estimacién del parametro o, e indica el nivel de glucosa independiente del
peso alcanzado por la persona. El valor 0.51, es una estimacion del parametro 3 que indica en
cuanto cambia el nivel de glucosa cuando cambia el peso en una unidad.

El término Y es una estimacién del nivel de glucosa basada en el modelo de regresién, por
ejemplo, cuando X es 64:

Y =61.88 +0.51* 64 = 94.520

De este modo, para un paciente de 64 Kg., la estimacion del nivel de glucosa es de 94.52.

130
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Figura 13.4. Grafico de dispersion
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Si se obtuviera otra muestra aleatoria de 16 varones adultos, contendria individuos diferentes.
Como resultado, el grafico de dispersién XY diferiria de la figura anterior y los coeficientes de

regresion, & vy b, serian diferentes.

La varianza de los errores y de los coeficientes se obtiene de la siguiente manera:

, S -Vif Te? 1204648

s2 = — 86.0463
n-2 n-2 14
5 o1 X2 | 2{1 X2
sé=s4[=+ =s4|=
a € n 2 € n 2 2
S(x-X) 2 X“-nX
1 77.36252
~86.0463 — + :
16 97178.60—16 *77.36252
—368.2217
2
s2 = sé _ Se
— —
b z(x_x) > X2 -nx2
86.0463 0.0606

97178.60—16* 77.36252

Con estos valores los desvios de la regresion y los coeficientes alcanzan los siguientes valores:

Se =+/86.0463 =9.2761
Sg =+368.2217 =19.1891
56 =+/0.0606 =0.2462

Hasta aqui se ha realizado una estimacién puntual del valor de los coeficientes de la regresion.

Pero es posible, como ocurre con otros parametros, realizar una estimacién por intervalo
asignandole una probabilidad de ocurrencia.

P(ef—t s . <a <&+t sA]=1—o.05
n-2a n-2a

P(61.8769-2.1448*19.1891<a <61.8769 +2.1448 *19.1891)=0.95
P(20.7201<a <103.0337)=0.95

3 6
P[b tn—235 <b<b +tn_256
P(0.50975-2.1448*0.2462 <b <0.50975 + 2.1448 * 0.2462)=0.95
P(-0.01829<b <1.03779)=0.95

]zl— 0.05

Cuando se plantea el modelo de regresién, el primer supuesto es que el comportamiento de la
variable X afecta el comportamiento de la variable Y. Para probar esto se contrasta la hipotesis de
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que el pardmetro b es nulo. Si esto fuera asi; entonces, no habria efecto del peso sobre los
niveles de glucosa y el modelo no deberia ser usado para ningin propdsito.

H0:b=0

El estadistico de prueba es

b-bp, 0.50975-0
Sg 0.2462

t= =2.07

Al nivel de significacién de 0.05, a =0.05, el valor de la distribucién t con 14 grados
de libertad (valor tedrico de t) es de +2.1448. Esto significa que el valor de prueba
cae en la zona de aceptacion de la Hy, por lo que el peso alcanzado por los hombres

adultos aparentemente sanos no afecta el nivel de glucosa observado en ellos.

Para predecir el valor del nivel de glucosa a partir del modelo de regresion, se supone
un nivel de peso y se reemplaza en el mismo. Si se propone un peso de 80 Kg, un
nivel de glucosa estimado en base al modelo, seria:

Y = 61.88+0.51 * 80 = 102.68

2

El r“ esigual a 0.23; por consiguiente, el 23% de la variacion total de Y , estd explicada por X

CASOS DE ESTUDIO, PREGUNTAS Y PROBLEMAS

Caso 13.1: Funcion consumo

Con informacién suministrada por el Ministerio de Economia de la Nacidn, especifica un
modelo de regresién lineal para estimar la funcién consumo en Argentina.

Problemas

13.1. Replica el ejemplo desarrollado al final del capitulo utilizando algebra matricial.
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13.2. El gerente de marketing de una cadena de autoservicio quiere determinar el efecto del
espacio, en las estanterias, sobre las ventas de alimentos para animales domésticos. Se
seleccioné una muestra aleatoria de 12 autoservicios, de igual tamafio, cuyos resultados se
muestran en la tabla.

a) Grafique el diagrama de dispersion

b) Especifique el modelo y utilice el método de minimos cuadrados para estimar los
coeficientes de la regresion

c) Interprete el significado de la pendiente en este problema

d) Prediga las ventas semanales promedio, de alimentos para animales domésticos, para
un autoservicio con 8 metros de estanterias para esos alimentos.

e) Calcule el error estandar de la estimacion

f) Calcule el coeficiente de determinacién e interprete su significado

g) Calcule el coeficiente de correlacion

h) Encuentre una estimacidon de intervalo con el 90% de confianza en las ventas
semanales promedio de un autoservicio que tiene 8 metros de estanteria para
alimentos de animales domésticos

i) Con un nivel de significacion del 0.10, ¢hay relacidn lineal entre el espacio en la
estanteria y las ventas?

Relacién entre ventas y espacio en estanteria
Autoservicio Espacio Ventas semanales
X (metros) Y (miles de pesos)
1 5 1.6
2 5 2.2
3 5 1.4
4 10 1.9
5 10 24
6 10 2.6
7 15 23
8 15 2.7
9 15 2.8
10 20 2.6
11 20 29
12 20 3.1

13.3. En una fabrica de automdviles, un estadistico quiere desarrollar un modelo para predecir
el tiempo de entrega (nUimero de dias entre la fecha del pedido y la fecha de entrega) de
automoviles nuevos cuyo pedido contempla numeroso equipo opcional. El estadistico cree que
hay una relaciéon lineal entre el nimero de opciones pedidas y el tiempo de entrega. Se
selecciona una muestra aleatoria de 16 automdviles que arroja los resultados de la tabla

a) Grafique el diagrama de dispersion



b)

c)
d)

e)
f)
g)
h)
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Especifique el modelo y utilice el método de minimos cuadrados para estimar los
coeficientes de regresiéon

Interprete el significado de la pendiente en este problema

Si se ordena un automovil que tenga 16 opciones, cuantos dias cree usted que
tardarian para la entrega®.

Calcule el error estandar de la estimacion

Calcule el coeficiente de determinacién e interprete su significado

Calcule el coeficiente de correlacion

Encuentre una estimacion de intervalo con el 95% de confianza para el tiempo medio
de entrega de un automdvil equipado con 16 opciones

Con un nivel de significacién del 0.05, ¢ hay relacién lineal entre el nimero de opciones
y el tiempo de entrega?

Relacién entre tiempo de entrega y opciones ordenadas
Numero de opciones Tiempo de entrega
Automovil X Y
1 3 25
2 4 32
3 4 26
4 7 38
5 7 34
6 8 41
7 9 39
8 11 46
9 12 44
10 12 51
11 14 53
12 16 58
13 17 61
14 20 64
15 23 66
16 25 70

13.4. Un ingeniero agrénomo quiere determinar el efecto de aplicar un fertilizante organico

natural sobre el rendimiento de tomates. Se van a utilizar cinco cantidades diferentes de

fertilizantes en 10 lotes equivalentes. Los niveles de fertilizante se asignan en forma aleatoria a

los lotes arrojando los resultados de la tabla.

a)
b)

c)
d)

Grafique el diagrama de dispersion

Especifique el modelo y utilice el método de minimos cuadrados para estimar los
coeficientes de regresién

Interprete el significado de la pendiente en este problema

Prediga el rendimiento de tomates para un lote al cual se le han aplicado 15 kilos por
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hectdrea de fertilizante organico natural.

e) Calcule el error estandar de la estimacion
f) Calcule el coeficiente de determinacién e interprete su significado
g) Calcule el coeficiente de correlacidn
h) Encuentre una estimacidn de intervalo con el 90% de confianza para el rendimiento
promedio de tomates fertilizados con 15 kilos por hectarea de fertilizante organico
natural
i) Con un nivel de significacién del 0.05, ¢hay relacién lineal entre la cantidad de
fertilizante utilizado y el rendimiento de tomates?
Relacion entre rendimiento y nivel de fertilizante aplicado
Cantidad de Rendimiento
Lote fertilizante X Y (kilos)
(kilos/hectarea)
1 0 6
2 0 8
3 10 11
4 10 14
5 20 18
6 20 23
7 30 25
8 30 28
9 40 30
10 40 34
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